وگ ۱ وه ۰۰ 


روترت کامیل 
برویر سهرباری 


روبرت کامیل 
7 ۱: و | ۸ ۵ ۱ ۰ 2۷ ۱۰0۰۱ 


لنات 


(1 


ترحمة پرویز شهریاری 


مجموعةٌ کتابهای علمی» تادینی دفلسفی 


کامیل» رو برت 

ارت 

ترجمةً پرو یز شهر یاری 
چاپ اول: ۱۳۴۴ 
چاپ دوم: ۲۵۳۲ 
چاپ: چابخا نة رامین» تهران 
حق چابپ محفوظ است. 


۱ شگفتار 


۱ مفاهیم بنیانی: بردار. تصویر. کسینوس 
۱ تصویر. مفهوم کسینوس 
۲ توحیه خطها و صفحه‌ها 
۳. تعریف دفیق کسینوس 
۴ قضيیة شال 
۵. قضیه تضاویر 
ع. تعمیم» مجموع چند کسینوس 
۲ تعریف‌سینوس. و رابطه‌های اساسی 
۱ تعریف سیئوس 
۲ مژلفه‌های يك‌بردار 
۳ نمایش‌سینوس و کسینوس به‌وسیلة تصویر هندسی 
دایر مثلثانی 
۴ وابطة بین سینوس وکسینوس بعضی کمانها 
۵. سینوس و کسینوس زاویه‌های مهم 
۳ رابطه‌های تبدیل 
۱ تبدیل مجموع (یا تفاضل) به حاصلضرب 
۲ حالتهای خاص 


۳۵ 


۴۴ 
۳۷ 


۳ محاسبة 090 ,9۳70۵ ۴۸ 


۴ مسالة عکس ۴۹ 
۵. مجموع کمانها و 
۶. مضرب کمانها ۷ 
۷ سیم کمانها ۶۰ 
۸ دقسيم بر ۲ ۱ِ۶ 


٩‏ تبدیل دیع نع 1:0 -1- )وم ۵ به‌ صو رت 
ضرب و تبدیل (0--0:)8 به‌مجموع ۶۸ 


۴ تانژانث یات کمان» زاوبه‌ها یی که با تقر یب معین می‌شوند. 


۱ تعریف تانژانت ‏ ۷۲ 
۷ رابطه‌های ساده ۷۳ 
۳ رابطه‌های جمع بر ای تانژانتها ۷۵ 
۴ مضرب کمانها ۷۷ 
۵ تبدیل مجموع تانژانتها ۸۱ 
۶ تقسیم کمانها که بانتریبج معین هستند, ۸۲ 
۵. معاد له‌های مثلناتیی 
۱ معادله‌های اصلی ۸۹ 
۲ معادله‌هایی که به‌معادله‌های اصلی‌منجرمی‌شوند. ٩۱‏ 
۳ معادله‌های غیر مشخص ۱۰۴ 
ع. دستگاه معادله‌ها ۱۰۶ 


ع. رابطه‌های بین زاویه‌ها و ضلعهای مثلث 
۱ حستجوی‌رابطه‌های‌بین‌ضلعها وزاویه‌های مثلث ۱۱۱ 


۲ هم ارزبودن دو دستگاه ۱۳ 

۳ حل مثلث ۱۳۴ 
۷ رابطه‌های بین اجزاء فرعی مثلث 

حالتهای غیر کلاسيك ۱۳۲ 

۱ محاسبهُ شعاع دایر محیطی 1 ۱۳۲ 


۹1 رابطه‌های بین شعاع دايره محاطی داخلی و 
شعاعهای محاطی خارجی با مساحت ۱۳۲ 


۳ محاسبةُ ارتناعها 

۴ رابطه‌های بین ۲ و 1 

۵ میانه‌ها 

۶ , محاسبه نیممازها 

۷ کاربرد نتیجه‌هایی که گرفته‌ايم 
۸ کار بر دهای مثلثات 

۱ کاربرد در هندسه 

۲ کاربرد در نقشه‌برداری 

۳ اندازه گیری فاصله بین دو نقطه‌ای که‌قا بل‌دسترس 

۴. اندازه گیری يك بلندی 

۵ کاربرد در نجوم 


۱۳۶ 
۱۳۶ 
۱۳۷ 
۱۳۸ 
۱۳۶ 


۱۷ 
۱۶۰ 


۱۶۳ 
۱۶۶ 
۱۶۷ 


بیشگفتاد 


مب 


واژه مثلثات «1180001۳61۲16]» به معنای «انداژه- 
ری مثلث» است. اساسا موضوع این علم عبارتست ارارزیابی 
غلعها وزاویه‌های‌يك مثلث» ودرحالت عمومی‌تر »ارزیابیا جز اء 
يك شکل غیر مشخص هندسی. 

مثلثات معمولی دربارة شکلهای مسمطحه بحت می کند» 
اگرچه باکمك آن بتوان اجزاء بعضی از شکلهای فضائی راهم 
معین کرد (ارزیابی اجزاء شکلهای فضائی موضوع مثلثات 
پیچیده‌تری است که معمولا «معلغات کروی» نامیده می‌شود) ۰ 
مسالها ندازه گیری زاویه‌هاوضلمهای مثلث‌ازمدتها قبل»هندسه 
دانهارا و ادارکردکه به‌هر زاویه‌عددهایی نسبت بدهند که بتوان 
به كمك آنها زاویه را مشخص و خاصیتهای آنرا مطالعه کرد. 
به کمك این عددهاء که به‌غلط و به‌علت وارد نبودن به‌مطلب 
«خطوط مثثاتی» زاویه امیده می‌شوند» می‌توان به سادگی 
مساله‌های مر بوط به| ندازه‌های شکلهای مسطحه را حل گرد» 
ولی» همانطور که اغلب در ریاضی پیش می‌آید» این وسیله که 
به‌خاطرهدف محدودی به‌وجود آمد» تبدیل به‌ابزار پرارزشی 
در دست ریاضیدانان شد وبرای حل بسیاری از مساله‌های‌دیگر 
مورد استفاده قرار گرفت. امروز هم مثلثات را بدین ترتیب 
یاد می‌گیر ند و بلهمین جهت موضوع قسمت اول این کتاب 


عیارتست از تعریف وخاصیتهای سینوس» کسینوس وتانژانت 
يك زاویه» یعنی مثلثات به‌طور کلی. 

قسمت دوم اختصاص به مطالعهة مثلثات به‌معنای اخص 
آن یعنی حل مثلت ونتیجه‌های آن دارد. 

ما فرض کرده‌ايم که خواننده با نتیجه‌های اسأسی‌هندسدٌ 
مسمطحه (حالتهای‌تساویمثلثها» دایره» تشابه» قضیه‌فیذاغورث» 
چندضلعیهای منتظم) وهمچنین بامفهو مهای‌مقدماتی‌جبر (جمله» 
چندحمله‌ای» معادله‌های درحه اول» درجه دوم» دو مجذوری 
ولکاریتم) آشنائی دارد. 

در این کتاب» ابتدا از یادآوری نظرية مقدماتی تصویر 
آغاز می‌کنيم ودر آنجا قبل از همه کسینوس را به‌عئوان عامل 
تصویر معرفی می‌کنيم. ما مطالعه زاویه‌ها را از بردارها(که 
به‌وسیلةٌ سیئوس و کسینوس مشخص می‌شوند) و هر دورا از 
زاویة قائمه( که به‌وسیله تانژانت‌مشخص می‌شود) جدامی‌کنیم» 
و به همین مناسبت‌است که درچهار فصل اول خاصیتهای‌سینوس 
و کسیتوس را مورد مطالعه قرار داده‌ایم. 

برای اينکه با کاربردهای مثلثات آشنا شویم» نمونه‌های 
بسیار زبادی را می‌توان ذکر کرد. ولی ما تنها با مساحی و 
نجوم» که علوم نزديك به ریاضی هستند» اکتفا می‌کنیم. 
زمینه‌های دیگر مر بوط به‌محاسبه‌های مثلثاتی بسیار زیاد است 
وخیلی بی‌معنی خواهد بود؛ اگر بخواهیم درچند صفحه‌در بارة 
آنها صحبت کنیم. 


۱ 


مفهومهای بنیانی 
بردار. تصویر. کسینوس 


۱ تصویر. منهوم کسینوس. 

در هندسه مسطحه تصویر نمّطه ۸ برخط (1[ عبارتست از پای 
عمودی که از ۸ بر[ فرود آمده است. تصویر يك شکل عبارتست از 
مجموع تصویرهای تمام نقطه‌های آن. 

ساده‌ترین شکلهاء پاره خطاست و تصویر پاره خطی مثل ۸۸ بر 
خط ([ پاره حط دیگری‌است مثل 2. 


دوپاره خط ۸ وراج درحالت عمومی با هم برابر نیستند وبین 
آنها وج کوچکتر است. هرچه زاويهٌ حادة ‏ «زاویة بین ۸ و به 
زاویة قائمه نزدیکتر شود طول اج کوچکتر می‌شود و هر چه زاویة 5 
کوچکتر شود طول اج به۸1 نزدیکتر می‌شود (شکل ۱). 

رابطة بین‌طول «اج بازاوية : ما را به‌این مطلب راهنمائی‌می کند 
که باید با در دست داشتن زاویة » (زاویهٌ بین ۸9 و۲) درحالیکه‌پاره 
خط ۸ معلوم است» بتوانیم طول پاره‌خط 20 را محاسبه کنیم. مثلا 
مقداری برای و وجود داردکه اگر آنرا درطول ۸1 ضرب کنیم» طول 


مفهومهای بنیافیی سس ِحٍِْ 
تصویر 0ج بدست آید. دراینصورت می‌توان نوشت: 


و1 


- 9 یا ۵ ۸ - 20 


به‌اين ترتیب» و برابر بااکسری است که مخرج آن برابر پاره‌خط 
8 وصورت آن طول تصویر 9ج است. 

این کسر هميشه از ۱ کوچکتر است (زیرا مخرج آن بزرگتر از 
صورت آن می‌باشد) ومقدار آن بستگی به‌زاویة > دارد. در حقیقّت این 
کسر تابعی‌است از <: (000و. مقدار و را کسینوس‌زاوية ۲ می‌نامند 
و به وروی نشان می‌دهند. بنابراین» »وم عبارتست از نسبت 29 برظ۸ 
ویا به‌طور عددی» خارج‌قسمت اج بر۸3. 


ت )(و00-< (06 0 


اگر زاویة ‏ برابر صفر باشد» 20-۸3 و کسر و مساوی ۱ 
می‌شود. پس: ۱< »ومع و اگر زاویة ع برابر قائمه باشد» ی برابر صفر 
می‌شود» زیرا دراینصورت 9اه به صورت يك نقطه در خواهد آمد» پس: 
ه س- ( ذاویٌ قائمه ) و60 

به‌همان ترتیب که زاوية حاده ‏ اززاوية صفر تازاویة قائمه‌ترقی. 

کند. کسینوس آن تنزل می‌کند. این‌مقادیر» درجه به‌درجه یا دقیقه 
به‌دقیقه) درجدولمایی تنظیم ودر دسترس همگان‌گذاشته شده است! 


۱ فرض را براین گرفته‌ايم که خواننده ازنظريه اندازه گیری زاویه‌ها؛ 
آگاهی دارد, 


۴ سس شلات 


است و آنرا به وسیله عملیتر ودفیقتری تبدیل می کند. 


۲ توجیه" خطها 9 صفحه‌ها 

۱ خط راست 1 را به‌عنوان‌يك محود درنظرمی گیریم» یعنی‌روی 
این خط جپتی برای حرکت معین می‌کنیم (موافقت شده است که‌هميشه 
این جبت را ازچپ به‌راست درنظر بگیرند). پاره‌عطی مثل 20 راکه از 
چپ به‌راست خوانده می‌شود؛ «مثبت» گویند و با علامت 1 مشخص 
می‌کنند» پاره‌عطبایی را که درجپت عکس باشند «منفی» گویند و با 
علامت - نشان می‌دهند. شا محور را تقسیم بندی هم کرده‌اند» ولی‌این 
تقسیم بندی بیشتر شبیه به‌روشی است که در درجه‌بندی میزان‌الحراره به- 
کارمی‌برند. بنابراین» سرو کارماباعددهای‌جبری‌است‌نه‌باعددهای‌حسابی. 
یعنی» هم قدرمطلق مقادیر وهم‌علامت آنما را درنظر می‌گیریم. 

۲ برای پاره‌خط ۰۸ يك پرداد درنظر می‌گیریم. بردار» مشپومی 
هندسی استکه نه‌تنها اندازهُ پاره‌حط را معین‌می کند؛ بلکه ضمناًامتداد 
خطی راکه این پاره‌خط بر آن‌واقع است وهمچنین» جهتی راکه پاره‌عط 
روی این امتداد دارد نیزمعین می‌کند. پاره خحطهای ۸۳ و 1 از نظر 
هندسة مقدماتی برابرند زیرا طولمهای برابردارند. ولی از نظر برداری» 
باهم برابرنیستند» زیرا دارای امتدادهای مختلفی هستند. و لی‌بردارهای 
۸3و۳۳ باهم برابر روگاهی می‌گویند هم‌سنك‌اند) زیرا: 

امتداد آنها یکی‌است (امتدادهای آنها باهم موازی است). 


۱ توحیه را به جای 01601608 گرفته‌ایم: خط توجیه شده» 
یعنی خطی که دارای حهت است. 


منهومهای بنیانی ۹ بسا 

۲ همجپت‌اندراز ۸ به‌طرف 19؛ ۸ را مبداً و8 را انتهای‌بردار 
۸ گویند وداریم 3۸ سب ]جر همچنین 5- ۸13 . 

۳ طول آنما باهم برابر است رو گساهی می‌گویند کالبد (مدول) 
آنها یکی است). (شکل ۲). 

بردارهایی که ملاحظه کردیم پردارهای آزاد نام دارند» یعنی 
می‌توان جای آنهارا به‌دلخواه انتخاب کرد به‌شرط ی که عنصرهای‌تعریفی 
بردار را حفظ نماییم اندازه» امتداد وجبت). بنابراین می‌توانیم مبدا 

6 
5 
۵ یس 4 


میس 6 
شکل ۲ 
همه بر دارها رانقطه‌انتخابی 6 بگیریم (بر ای مبداً بنابه‌موقعیتی که‌وجود 
دارد» می‌توان نفَطهٌ مناسبی درنظر گرفت» مثلا روی خط تصویر). 

۳. وقتی که مطالعةٌ يك‌شکل روی صفحه انجام‌بگیرد» باید صفحه 
را جهت‌دار درنظرگرفت» زیرا اگرجهتی برای تمام‌صفحه درنظربگيريم 
تمام جمت‌یابیهای قبل بیفایده خواهد بود. برداری بامبداً ثابت 0 
روی صفحه‌فرض کنید» این‌بردار باجهتی که دارد شبیه به‌يك‌عقربة‌ساعت 
است. شما می‌وانید این‌بردار را درجست حرکت عقربه‌های ساعت و با 
در جت عکس, دور نقطةٌ 0 بچرخانید (روی صفحه تنها درهمین دو 
جبت می‌توان بردار را دوران داد). درریاضیات» حرکتی راکه درجهت 
عکس حر کت‌عقر به‌های ساعت‌است انتخاب کرده‌اندو آنرا «جهت‌مثلثاتی» 


۱ : ۱ ۳ ۳[ مثلثات 
نام گذاشته‌اند. به‌این ترئیب زاویه‌ها هم‌مقدارهایی جبری پیدا می کنند. 
زاویه‌ای که درجپت دثلثاتی باشد (0۸90) مثبت وزاویه‌ای که در 
جپت عکس آن باشد» منفی خواهد بود «شکل ۳). 

۴ روشن است که درصفحٌ جبت‌دار» که ما می‌خواهيم خطمهای 
راست جمت‌دار (محورها) وپاره‌حطهای جمت‌دار (بردارها) را در آن 
وارد کنیم» می‌توان خطبا و پاره‌خطهای معمولی را هم‌جا داد. 

دراینصورت باید راهی‌هم برای تشخیص زاویه‌ها معین کرد: 

) زاویٌ جمت‌دار دو محور يا دوبردار عبارتست از قسمتی از 


صفحه که باید محوریابردار اولی‌بپیماید تا برمحور یاپرداردوم منطبق 


شود؛ مثل زاوبه 0 با می‌نویسند 0۸۵ و 0۳۹ . 


کت 
برای جاروب‌کردن این زاویه باید 0۸۵ را دور 0 دوران داد تا 


فقو هو زگ سس دعس یی یسیع ۱ 


بر 02 قرارگیرد؛ اين دوران ممکن است درمسیر پیکان (۱) باشد (که 
دراینصورت زاویة جاروب شده راء »ر می‌نامیم) (شکل ۳) يا در مسیر 
پیکان(۲) «که دراینصورت زاویه برابر 7 به‌اضافة يك‌دو رکامل است)و 
یا درمسیر پیکان(۳) که دراینحال» زاویه برابر * منهای يك‌دو رکامل 
است) ویا درمسیر پیکان(۴) «که دراینصورت. زاویه برابر ‏ به‌اضافةً 
۳ دور کامل می‌شود). 

طبق این تعریف روشن می‌شودکه زاوية ‏ اختلافی بازاویة ( 
دور -دع) ندارد رکه درآن آ[ عدد درست دلخواهی است). 

0) برای تعیین زاویة بین دوخط راست می‌توان درمسیرپیکان(۱) 
حرکت کرد (که در اینصورت» آنرا ۶ می‌نامیم) یا در مسیر پیکان(۲) 
ر که زاوبه برابر »4 + دو رکامل می‌شود) یا در مسیر پیکان(۳) (که 
زاویه برابر 2 منهای * دو رکامل می‌شود) ویا درمسیر پیکان(۴) (۶ نیم 
دور به‌اضافه ) رشکل ۴). 


0 (ع 


شکل ۶ 


۱۶ 


مثلثات 


وبنابراین» درحالت کلی» این‌زاویه خار ج ند دور -1-)) نخواهد 
بود. زاویه را می‌توان با درجه (هر درجه دور) باگراد (هر گرا 
دور) يا رادیان اندازه‌گرفت. (رادیان اندازة زاویه‌ای است که اگر رس 
آن درمرکز دایره‌ای قرارگیرد کمان روبروی به‌آن برابر باشعاع دایره 
شود). اندازة زاویه‌ای که برابر يك دور کامل است. برابر ۲7 رادیان 
می‌شود. به این ترتیب» زاويةٌ قائمه * رادیان وزاو ینیم صفحه 7 رادیان 
خواهد بود. زاویٌیین‌دومحور با دوبردار» تا ۲7 رادیان وزاويةُ بین‌دو 
خحط راست. تاج رادیان می‌تواند باشد! 

درهندسه می‌توان زاویه‌ها را به اختیار» با درجه یا گراد اندازه 
گرفت. اندازه‌گیری بارادیان برای بقیهٌ شاخه‌های‌رپاضیات وبه‌حصوص 
درآنالیز براندازه‌گیری با درجه و گراد» برتری‌بسیار دارد. به همین 
مناسبت است که ماهم دراندازه گیری زاویه‌ها از رادیان استفاده خواهیم 
کر در 

در صفحه‌ای که دارای جمت می‌باشد» تشخیص «زاویه‌های بین 
بردارها» (یاخطمهای‌راست‌جمت‌دار که باتقریب ۲ رادیان معین‌می‌شوند) 
و «زاویه‌های بین‌خطباه رکه جمت‌دار نیستند وبا تفریب 7 رادیان‌معین 
می‌شوند)» يك‌مطلب اساسی است وبه‌همین مناسبت است که این زاویه‌ها 
را به‌طور اساسی مورد بررسی قرار می‌دهیم. 

ما ازمطالعة زاویه بین بردارها شرو ع می‌کنیم که می‌توان آنها 


۱ برای تبدیل رادیان به‌درجه یا برعکس کافی است توجه کنیم که‌هر 
۸۰ درحه برابر با 7 رادیان است. 


تعهوتهای بت لو یت :۰ ۱۲ 


را به‌وسیلهُ کسینوس (یاسینوس) تعبیر مثلثاتی کرد ولی این بررسی به 
شرطی کامل‌می‌شود که مازاویه‌های بین‌خطمهارا رکه دارای جپت‌نیستند)» 
نیز مورد بررسی قراردهیم » که در آنجا به‌تعبیر مثلماتی «تانژانت»توجه 
خواهیم کرد. 


۳ تعریف دقیق کسینوس 
: و چب 
روی يك صفحه محور جپت‌دار 0 و بردار اژاد 0۸۵ -- 
را درنظر می‌ گیریم» چون بردار ۸ آزاد است می‌توان مبداً 0 راروی 
طلست ات 
انتخاب کرد. تصویر قائم بردار ۵۸۵ یعنی 02 را روی 5 انتخاب 


می‌کنیم» اگر به زاویه (0 و 0) باشد طبق تعریف داریم. 
سسس_ ح- 6030 
۸ (شکل ۵) 


بنابراین» کسینوس زاویة م عبارتست ازخار ج قسمت‌جبری(یعنی 
۳۳ هه 
دارای علامت جبری است) تصویر 02 برقدر مطلق بردار۸۵) «بعد از 


این به‌جای قدر مطلق بردار60۸ می گوبیم کالبد (مدول) 0۸ 


۸ 


مثلثات 


۱۸ 
۳ طلست طلست ۱ ۳ 
,0و با 02 هم‌علامت است» وقتی که (6)(۸۱ و بزا() دب ز او یه 
حاده‌ای باشد (با تقریب ۲7 رادیان) چه برای م مثبت وچه برای 0 
منفی؛ 02 مثبت است واگر » زاویه‌ای منفرجه باشد (مثبت بامنفی) 

0 مثل 2( منفی خواهد بود. 
به‌این ترتیب: 
۳ ۱ بت 
ت اکر زاوبه 0 (بین‌محورتصویروبر دار 10 ) حاده باشد : ۰ << ۵0ووم* 
ار زاوبةٌ ه منفرجه باشد: ۰ > :0ومع. 
ت ا کر و قائمه باشد ربا تقریب چ رادیان): ۰ عت 6030. 
- اگر ه مساوی‌صفر باشد با تقریب ۲2 رادیان)» ۱+ یوم 
- اگر ب6 زاویه‌نیم صفحه‌باشدرباتقریب ۲7 رادیان) ۱ - یوم 
5 ِ- | وت 7 
قدر مطلق (رطوك) 1 را با علامت| 0 ۱ و زاو را آوند 
ی ۳ # 0 7 

(آر گومان) 1 (یبا به‌طور خحلاصه 1 2۲2 )می گویند. 

به‌این ترتیب؛ تصویر یاك‌بردار سر يك محوزه همیشه برابر است 


باحاصلضرب کالبد آن در کسینوس آوند آن. 


۴. قضیة شال 
با توجه به‌جپت يك محور می‌توان برای سه‌نقطة وتو واقع 


بر آن نوشت (شکل #۶ 


2 


مها رآ تسین سم پیت 6 


یا: 0۵۰ ۱01۲ +۸ 
سا تحت ایس سس تست 
ح 8 ۸ 
شکل ۶ 


رابطة اخیر را می‌توان‌برای تعدادغیررمشخص نقطه‌ها تعمیم داذ: 
» << ,]ات ]14 ...010 ۸4-01 
رابطة شا را درمورد زاویه‌های جمت‌دار بین محورها وتعطهاهم 
ان بان برد 
برای محورها: 
[ با تقریب 27 دود ] (0 ر 0۸۵) -006 و 00-2-0۸ و 603 
برای خطبها: قضية شال برای زاویه‌های بین خطهای راست هم 
شبیه زاویه‌های‌بین بردارهاست. با این‌تفاوت که با تقریب دور مشخص 
شید 
اگر زاویه‌ها را برحسب رادیان در نظر بگيريم رابطةٌ شال در 
مورد آنها چنین می‌شود: 
برای زاویه‌های بین محورها: 
د...0(4 و 06) 004 و 0608 -08(4 و 0۸) 
۲ <(0۸-+0]/4) 1 
وبرای زاویه‌های بین خطمای راست: 


۸ ۸ ۸ 
ل...((۵01 و 0)-(00 و 03) -(۵08 و 0۸) 


و یی 2 ما تا بطم ددع تست زا 


۸ 
7 - (۵۸۵ و بآ[ل)) 1 


۵. قضیيد تصويی ها 
چب _ 5 
يك رشته بردار متصل به‌هم ,لا » بلا»... و ولارآدرنظر بگیرید(در 
یی «ح_ 
شکل ۷ 11-۳ گرفته شده). برداز 5 را «مجموع برداری» (یاهندسی) 
این بر دارها گوییم به‌شرطی که میداً آن مبدأً او لین بردار وانتهای آن 
انتهای آخرین بردار باشد. 


بت چب 


ص 0 
به‌این ترتیب» اکر بردار 8 برابر مجموع دو بردار ,تا و »0 
باشد» به‌وسیله قطر متوازی‌الاضلاع که روی این دو بردار ساخته می‌شود 
مشخص خواهد شد و می‌نویسند: 


چت.. چت 


شتا 
۷ لاعت 5 
و به‌طور کلی وقتی که بخواهیم مجموع 9 بردار را نشان دهیم: 


بچته پت. چت. چب 
ولا سل , ,. سل اس 11 5 
اين مجموع؛ به‌ترتیب قرار گرفتن اجزاء آن بستکی ندارد (یعنی 
تابع فانون جابه‌جایی است). همچنین» اگر به‌جای چند بردار مجموع 
هندسی آنمها را قراردهیم در حاصلجمع تغییری پیدا نمی‌شود (یعنی‌تابع 
قانون شرکت‌پذیری است). به‌این ترتیب: 
_ پبب. چ چت.. چت.. چت.. چت.. چت 
ما تا ات ناما تا بتا لا 
اکر شکلی را که ازچند بردار ومجموع آنها تشکیل شده است» 
روی يك‌محور غیرمشخص تصویر کنیم» با استفاده ازرابطه شال» مثلا" 


مهو تهای بنیانی:. تسف تست ۲۲ 


چ 


اس مه و من چم هچ ها هه و ۵ ۵ ت. 


بت ؛ 
! »لا ؛ پل . ؛ 
: 
0 ی 8 ۸ 4۵ 
شکل ۷ 
برای سهبر دار» داریم : 
بت چت چبت 
سل صویر ,1 دوی ۵-- تصویر لادوی شاعت تصویر 5 دری ۸۵ 


طلست 
تصویر 1 ری 1-۵۸ 
یعنی تصوبر برداد مجموع هندسی» برابر است با مجموع جبری تصادیر 
او ۱ 
پردارهای هورو ضشی.ا کسر ۱ ۳ و ۱ ۳ ۳ س معرف اندازه‌های وحسابی ) 
بت بت چبت ۱ 
طولهای بردارهای ,با و ,۷ و ,دا باشد» این قضیه به ترتیب زیر در 
خواهد آمد: 
تب چبت ب | بح 
10 ۵5 )05ه] پا با و )08 تس ( ۹و )0 5 


نت نت 
(11 و۵ ات + 

۶ و وت ِ_ ۳ 
هم می‌توان نوشت : 


5 000۵78 5( (1) 


تس بت 
۱ 278 یعنی آوند 5 


۳۲ مثلثات 


کت چت ] چسه بت چب چست 
/ 202 ؟09)2 ون سب ۰.۰ ( 10۷ 4 0 ی (10 4 ۳ سب 


بت چب 
مورد استعمال . مجمو ع دو کسینوس: دوبردار 1 و با را با 
طولمهای برابر که ما واحد فرص می کنیم در نظر می‌گیریم : 


۱ ۳۹۳۹۹ آوندهای این دوبردار را 6 و ,6 فرص می کنیم» 
مجموع تصویرها به‌این ترتیب نوشته می‌شود: 


(5 و۸ 603 


5 ۱ ,(و60 -- 6090 


شکل ۸ 


از اینجا نتیجه می‌شود که مجموع دو کسینوس برابر است با يك 
بفاماقرت که .با متفانیه عالبد و آوند 6 بشادگی می‌توان مقدار از 
بدست آورد. در حقیقت بردارهای 1 و ,دا و 5 تشکیل يك مثلث 
متساوی‌الساقین داده‌اند وبنابراین طبق رابطة شال می‌توان نوشت: 
9-0( ناو )او ۵ )تا ا) 
واز آنجا: 


٩(<۶۵-0(‏ وتا 
اما 


مفهومهای بنیانیی ۲ 
,0 - )4 0 >( 5 و6 رتاو ش) <( 5و ش) 
,9 +,6 + - 
از طرف دیگر 


9 ست ۳۳ 5و 04)0» 0 


6-6 
۲ 


0 همه مشست‌است» زیر ا زاو به مجاور به‌قاعدهمثلث 


مثساوی‌الساقین حاده است» بالاخره داریم: 


تس (5 و ۵) مرن ۷۲ - (5و۸۵) 0 5 


<< ۷ 608 


ور 0 - 9 
۲ ۲ 


به‌این ترتیب این خاصیت اساسی از تعریف ساده کسینوس‌نتیجه 


ب 


می‌سود. 
)۲( ات ه تسه نت۳۳ 6050 6050 


یعنی حجموعکسنوسدای ددو زادیه (۱ می‌توان به‌صورت ۲ برا برحا صلضوب 
کسپنوسهای دو (اوية دپگر ذشان داد رکه برابر نصف مجموع ونصف‌تفاضل 
زاویه‌های اولیه هستند). 

برعکسحاصلضرب دو کسینوس رامی‌توان‌به‌صورت نصف‌مجموع 


دو کسینوس نوشت: 


(+1-0509 00 -+- سگ 7 دا وررس دور 


وف 
اگر رابطه‌های زیر را در نظر بگیریم: 


اس یرو باس ( هن 


رابطةٌ (۲) به‌صورت زير درخواهد آمد: 
(7۷7- 11)و0ع -1- (11-1-۷) و60 < 0911605۷ ۲ 

این خاصیت اساسی جمع يا ضرب) کسینوسبا که مستقیماً از 
قضیة تصویرها نتیجه می‌شود برتمامی مثلثات هندسة تحلیلی» جبر و 
حساب انتگرال حکومت می‌کند. 

توضیح. اگسر مثلث متساوی‌الساقین‌نباشد (یعنی بردارهای لاو 
)1 يك کالبد نداشته باشند)» قضیة دیگری وجود دار دکه بیان آن خیلی 
ساده نیست. زیرا محاسبهٌ طولها و زاویه‌ها بلافاصله بدست نمی‌آید. 


۶ تعمیم؛ مجموع چند کسینوس 
می‌توان این روش را برای چند بردار برابر که دو به‌دو و متوالیاً 
زاویه‌های برابر باهم بسازند (خط شکسته منتظمی تشکیل بدهند) تعمیم 
داد رشکل 4 
ب ب 
2 ( ولا و ۱ ولا (ولا و60 ( ناه 

رأسپای این - حط شکسته روی محیط يك دایره واقع خواهند بود که 5 

وتری از انست. 


به‌ترتیب چنین نامگذاری می‌کنیم: 


مها اپ یی ۵۱ ۲ 
.۳ 9999" 

0 ( .او تزن) 

01-0 حد 1 بِِ۹ (تاعلاه) بد (,اوه) 


0-0 تسد (م1۱ وی0ا) ‏ (بتا و )ال تاوی(0) عد (بتاوز0) 


ودر حالت کلی: 
(وتاف: - و0ا) ت ... ط (بتا و ) ط(ناو(0) > (وتای(0) 


۲ظ(۱- ه) ‏ »نس 
اگر این مجمو ع بردارها را روی 0۲ تصویر کنیم داریم : 
(۳) [۱(۲9--ه) ]وم ...۷-۰ (۲۵ --»0)ومن +( -٩-0)ومه‏ -04ومه 
زاو بهه‌های (,۰)0۸,,0۸ (,0۸ی,0۸)... و به‌طور کلی 


6 مت تسس سس سس سس مثلثات 
(ب0۸ ی-م0۸) زاویه‌های محاطی در دایره هستند و اندازه هر يك 
برابر 2 است. بالاخره داریم: 
...م0۸۵۸ تن  )0۲90۸‏ 5 ور 
۱ -ه) بو 0۸و -0۵) 4 


طست 
اما در بارة ۹ 


» در و اقع 5۹ فاعدة مثلث متساوی‌السافین 
,01۸ می‌باشد» که زاویة رس آن برابر است با: (طو-۲) رادیان. 
شعاع دایره را 4 فرض کنید» در مثلاث متساوی‌الساقین 91۳ 
مثلا" داریم : 
رشکل ٩‏ را بینید (" )13 یلا01 


و از آنجا 
۱ 


0 1 


در همین مثلث متساوی‌السافین ,مرن داریم : 
او 7 ۱۱ 
ان 
واگر به‌جای 1 مقدارش را قراردهیم خحواهیم داشت 


(100-) 09 + 
سس 5۳| 


09 )7 - 10( 


هه 
بنابراین تصویر 5 خواهد شد: 


متقومهای نا نی بت بح :ت۰2 ۲۷ 


ِ سب و 
سس و60 


)۵( ۳ ِِ + ]همم <(0۸ و 0۲)و 5 


09 


اين مقدار يك بیان از مجموع (۴) است که آنرا به (طره)6) 
نمایش می‌ ده . 
عددی داده‌اند (یعنی هرقوس از اضافه کردن مقدار ثابت ظ به‌قوس‌قبلی 
بدست می‌آید) به عبارت بسیار ساده‌تری تیدیل کرد (زیرا این حاصل 
جمع هم ازبین رفته‌اند (جیزیکه ازنظرمحاسبه‌های عددی‌اهمیت زیادی 
دارد). 
ی‌بینیم که تنما با تعریف کسینوس وقضيهة تصویرها نتیجذبه این 
مممی بدست آوردیم که‌نتیجه‌های‌ریاضی آن» به‌نوبة خود خیلی‌اهمیت 
دارد. 
تبصره ۱ اگر در رابطةر۱) فرض‌شود ه-< ,9 و 0,0 (یعنی 
تب 
رودی شکل بردار ۹ را وافع بر 02 در نظر بکیریم) داریم : 
۶ ۳+ - 
(۶( ِ ۵ 7-2 0:0 -1 ۱ 


واگر و را به۲۵8 تبدیل کنیم»خواهيم داشت: 

"(ع۶) ۱- ۲609۲۵ - 608۲0 

رابطهُرع) ازنظر کاربرد آن‌اهمیت فراوان دارد. با كمك این‌رابظطه 
می‌توان مساأّلةٌ زیر را حل کرد: «با دردست داشتن کسینوس يك‌زاویه» 
کسینوس زاوپة دوبرابر آنرا پیدا کنیده. 


.سس سس سس سس شلات 


وهمچنین برای مسا عکسآن: 

«بادردست‌داشتن کسینوس يك‌زاویه» کسینوس‌نصف آن زاویه را 
پیدا کنید). 

ازاین رابطه. اين نتیجه هم بدست‌می‌آید که مجذور يك کسینوس 
را می‌توان به‌صورت يك‌تابم خطی از کسینوس زاویة دوبرابر آن بیان 
کرد. این خصوصیت هم در تمام رشته‌های آنالیز نتیجه‌های نامحدودی 
به‌بار می‌آورد. اکنون مساأْلةٌ مشابه دیگری را طسرح می‌کنیم؛ عبارت 


زیر را به‌صورت ساده‌تری در آورید: 
4-(۲۵ -01) آومی -1-(0-10) آومه- ۲0 ومن ‏ [نوه)) 

[(۱ - 0 -۲]01 وم سل ...1 

کسینوسهایی که به‌صورت مجذور کامل‌هستند. نمی‌توانندبه‌وسیلة 
قضیة تصویرها بیان شوند ولی‌بااستفاده ازرابطةُ (۶) می‌توان‌جمله‌های 
عبارت قبل را به‌طریق زیرنوشت: 

..+[ (جم)۲م( ۱ ]2+ (۲۵ مج )2 یمین 
[ظ(۱ - 0) -0:41) "وم سل 

که پس از ساده کردن چنین می‌شود: 


ط(۱ م۱ ...0+ )مس اه مها 2 


و از اینجا» به‌همان مجموع محاسبه شدة قبلی می‌رسیم که در آن ۵ به 
۵ و به۲ تبدیل شده است. بنابراین خواهیم داشت: 
)۸( [ (۲۵۵۲۵) ,2-60 دس (ناوت)) 


تبصره ۲۷ اکر در شکل (۸ مئاث 9 را متساوی‌الاضلاع 


مقهومهای بنینیی سس ۲ 


۳ مج ۱ ۳7 رگ ّ 
فر ص شنم تپ ۳ 5 و "۲ قضية تصویرهابه‌صورت 
زیر درخواهد آمد: 

)4( و حد موم رک :1-0 :6050 


که به‌ازای هر مقدار دلخواه :6 درست است. این رابطه تعبیر هندسی 

جالبی دارد. 0 را مرکز يك مثلث متساوی‌الاضلاع ۸6 فرض کنید. 

این نمطه مر کز ثقل شکلی است که از سه ر آس ۳ ث تشکیل شده‌است 

(به‌شرط ی که شکل را متجانس فرض کنیم). از طرف دیگر» مر کز ثقل 62 
ی ۲ وس چت... ‏ وب 

چنان است که داریم : 065۰ 0134 06۸4 

و ازتصویر این تساوی روی يك خط راست غیرمشخص تساوی(٩)‏ بدست 


خو اهد آمد. 


۲ 


عر ی سیوس 
ورابطه‌های اساسی 


۱ لعریف سینوس 
زاویة قائمه «که اندازهٌ آن برحسب رادیان برابر 2 است) در 


هندسه اهمیت زیادی دارد و به‌همين مناسبت برای سپولت کار قرارداد 


گذاشته‌اند: 
)۱( 1 << ( 2 س) 2 


(و خلاصه «سینوس 1 می‌باشد). 
از نظرهندسی» سینوس عبارتست از تصویر قائثم روی محور 0 که 
عمود برعز0 در نظر گرفته شده باشد. 


چب 


شنت 
0۵ وم بح( ۲ و )سل << 


سح شخب 


(شکل ۱۰) :0 | -- 6 
بنابرقضية فیثاغورث (از هندسة مقدماتی) داریم : 
0001-0۳۵0۲ 


11 )16080(۲-1- )122870( ۲ 


۳ 


(۳97 808۲0 


۳( << ۱ 
اتحاد (۲) یکی ازاتحادهای‌کاملا" اساسی مثلثات است وداریم: 


و << ه 605 سب( - )وه سره 
۲ ۳ ۳ 


1 7 
ست .- حح ( و ست _- بت 8370 
03 / )09 7 
سینوس يك زاویه همزمان با زاویةُ تصوبر کوچك می‌شود. و 
روشن است که اگر يك بردار ۶ تم را روی‌يك محور افقی تصویر کنند» 


طول تصویر برابر صفر می‌شود. 
با توجه به‌این مفهوم» می‌توان بعضی ازرابطه‌های قبلی (و مثلا" 


رابطه‌های (۵) ور۸) بخش اول) را به‌صورت ساده‌تری نوشت. 


شکل ۱۰ 
به‌حصوص می‌توانیم رابطه‌هایی شبیه آنچه که برای‌کسینوسها 
ذکر کردیم؛ برای سینوسها بنویسیم. مثلا مجمو ع: 
[۱(۵ -ه) +0]و... ‏ (ط )واه ماود (طارم) 5 
ازاینجا بدست می‌آید که محیط شکل(٩)‏ را روی محوری که بامحور این 
شکل زاوية می‌سازد تصویر کنیم. 5۱ تغییر نمی کند» زاویه‌های تصویر 


بردارها به متممپای خود تبدیل می‌شوند. به‌اين ترتیب چنین خواهیم 


داشت : 


ی 7 


۹ 
0 0۱ ]هس روز وم) ٩,‏ 


8870-- 
1 


همچنین رابطهُ(٩)‏ از بخش قبل به‌صورت زیر درمی‌آید: 
(۴) و سب یمه )نو موه 


این رابطه هم مفم‌وم هندسی ساده‌ای دارد: 
رابطه شان می‌د هد که مجموع فا صله‌های جمت دار سه‌رآس هر 
فلت متساوی‌الاضلاع از بح راست غیر مشخصی که از تر کر نت 


می گذر د برابر صفر است. 


از نظر تاریخی» مفهوم سینوس قبل از کسینوس پیدا شد و در 
حقیقت کسینوس» همانطو رکه از نام آن‌پیداست. به‌عنوان سینوسزاوية 
متمم به‌وجود آمد. با وجوداین شاخه‌های دیگرریاضیات و بهعصوص 
قضیة تصویرهاو نتیجه‌های آن» ازسینوس‌به‌نفع کسینوس خلع‌ید کرد زیرا 
کسینوس به خاطر نقشی که در عملمبای مربوط به تصویر دارد اساسیتر 
به‌نظر آمد. 


۲ موّلنه‌های بت بردار 
اغلب لازم است که تصویرهای يك بردار را روی دومحور عمود 


برهم مورد بررسی قرار دهیم. این تصویرها که مقادیسر چبری هستند» 


رابطه‌های اساسی سس و 


ت- 

مژلفه‌های بردار 10 نامیده می‌شو ند. مولفة رویمحور 0 رافقی) از 

۰ ِ ۰ 
برداری که کالبد آن ۳ وآوند آن م است برابر است با:,1600-- و 
موْلفة ۷ روی محجور 07۷ (محور نائی) براپر است با: 0 د ۷. بر 
عکس» اگر :رو یعنی مولفه‌های يك‌بردار معلوم باشد» می‌توان کالبد ۱ 
را بدست آورد: 
وهم‌چنین برای محاسبه آوند آن: 


/ 


سس 


2 
۱/۲۲ 01 و ۱/۲۲ 


6050 22 


۳ نمایش سینوس و کسینوس به‌وسیله تصور هندسی دايره مثلئاتیی 

همانطور که دیدیم» کسینوس وبنابراین سینوس «عمل کننده‌های 
تصویر) هستند» یعمی عددهایی هستند که با در دست‌داشتن هر پاره حول 
می‌توان تصویر آنرا بدست آورد. این عددها ازنظر قدرمطلق» عددهایی 
کو چکت از واحد هستند مثل: 


۱ 1۲ ۱ 
رتم ز 7 ی 


ازاین عددهاء که بستگی به زاویهُ تصویر ۲ دارند» می‌توان يك 
تصور هندسی داد. به‌این ترئیب که درمثلث قاثم الزاویه ۸ که‌در آن 


ضلعپای ۸ و99 دارای جهت هستند) نوشت: 


۳۶ 1 مثلثاث 
رنه 
۸۳ 
(رشکل ۱( ۳8 
چم 099 
8 
با 
7 ‌ 
شکل ۱۱ 


درحقیقت. اگر ۸9 را به‌طول واحدفرض کنیم» مقدارهای‌متناظر 
آنها رایکی دانست. زیرا ۸0 يك طول جمت‌دار و بنابراین يك عنصر 
هندسی است درحالیکه کسینوس يك عدد به‌معنی يك‌عنصر حسابی است. 
یکی دانستن کسینوس ‏ باقطع ۸0 همانقدراشتباه است که بخواهیم مثلا" 
ریل راه‌آهنی‌راء که دوایستگاه رابه‌هم وصلکرده باعدد ۱۴۰ که‌معرف 
فاصلةٌ دوایستگاه به کیلومتر است» یکی بدانیم. 

حالاروشن شد که درو اقع »همه اینما برای اینست که درلساده‌تری 
از موضوع داشته باشیم. حالا می‌توانیم که کسینوس وسینوس را روی 
يك‌دایره (که به‌همین مناسبت دايرة مثلثاتی نامیده می‌شود) نشان‌دهیم: 

روی دایره‌ای باشعا ع واحد» جمتی درنظر می‌گیریم (عکس جبت 
ح ر کت عقر به‌های‌ساعت) و قوسهای‌مثبت]/۸3 را روی آن‌مشخص می کنیم. 


رابطه‌های اساسی ۳ 


شکل ۱۳ 


روی محور افقی که از 0 عبورکرده است (محور کسینوسبا) وجبت‌آن 


به‌طر ف راست‌معین شده‌است» |02 تصویرشعا ع/0(۳۷ ر بدست‌می آوریم» 
دراینصورت داریم: 


ومع 0۷ - 01 


که در آن (/03 و 017)-: می‌باشد (شکل ۰۱۲ امااز آنجا که 


9۳ است داریم : 


مت میستصت و بت سس سیم مسرت مره 


0: ۱ 


به‌این ترئیب تصور دومن به‌وسیله قطعه 03 داده می‌شود. 
تصور سینوس هم به‌همین ترتیب به وسیلة ع[0 یعنی تصویر 
1 روی محور عمود بر محور قبلی رو در جمتی که به وسیلة 


بر چست چست 
( و 0۸) مشخص شده است) داده می‌شود: 


ی 


016 -- ۳۲۷3۷] 911 


از این تصور. بلافاصله نتیجه‌های زیر بدست می‌آید: 
6 سل > 817 و 009 > ۷ سه 


۲ کسینوس زاویه‌های واقع بین كٍ- وم وهمچنین سینوس 
زاویه‌های بین صفر و۲ قائمه. مثبت هستند. 

۳ کسینوس زاویه‌های بین ۱قائمه و۳ قائمه» وهمچنین‌سینوس 
زاویه‌های بین ۲ قائمه و ۴قائمه. منفی هستند. 

این‌شکل نمایش. به‌سادگی وبلافاصله‌رابطه‌هایی راکه بین‌سینوس 
و کسینوس قوسپاقرینه؛ متمم » مکمل وغیره وجود دارد» بدست‌می‌دهد 
که ما در زیز به‌شرح آنما می‌پردازيم. 


۴ دابطة بین سینوس و کسینوس بعضی کمانها 

۸ کمانم‌ای قرینه. به کمانهایی قرینه گویندکه اندازه آنما از 
لحاظ قدرمطلق باهم پرابر و از نظر علامت با هم مختلف باشند «با 
تقریب ۲7). 

د و کمان‌قرینة ]۸(۷ و ۸۸ درنظربگیزید» خطبهای ]001۷و 01۷۲ 
نسبت بهزن فرینة یکدیگرند؛ درنتیجه خظ ]۷1۷[ برمحور 0 عمود 
می‌شود و آنرا درآ قطع می‌کند. سینوس کمان ]۸ به وسیلهٌ ]111۷ 
مشخص می‌شود رکه جمتش به‌طرف بالاست) و سینوس کمان ۸1 به 
وسیلة 111۷۲ رکه جهتش به‌طرف پایین است). 


ز)بطه‌های ایس سس سس وم 
یرای‌هردو کمان»اندازة کسینوس به‌وسیلة ]0 تعیین می‌شودوبه 
این ترتیب: 
برای ددکمان قرینه. کسینوسها برابر د سینوسها قرینهاند (شکل ۱۳) 
(۵) 0 ست ست ( )وی زیزوصی تست (4 )605 
8) کمانهای مکمل و کمانهای به‌تفاضل 7 (رادیان). - با روشی 


شبیه بالا می‌توان نتیجه گرفت: 


شکل ۱۳ 


(ع) مس عحد ( - ؟) ونم و 900 عت ( س )7و6 


همچنین : 

2 مس ات (1 )و60 و 810 - حت ( سل )887 

) کمانبای متمم و کمانهای به‌تفاضل ِ ررادیان). با روش 
مشابمی می‌توان ثابت کرد: 


)۸( سس رت و 0097 ( :)و 


در وی نسم سوت برس وش موی تس بو 0 
(٩)‏ << ( 76 )وه و 609 < (1 سس :9 


تبصره درجدولها» تنها سینوس و کسینوس زاویه‌های حاده‌داده 
شده است ووفتی که نیازبه‌محاسبهُ سینوس يا کسینوس زاوية غیرحاده‌ای 
باشد به كمك رابطه‌های (۰)۵ (۰6۶ (۷) ور۸) وهمچنین رابطه‌های‌روشن 
زیر» آنها را منجربه‌محاسبهٌ سینوس یا کسینوس يكزاویةُ حاده‌می کنیم : 


605) -- ۲7( < 0092 ود ( ۲1۱۵۲7۲ -1- )1و و‎ (٩( 


۵. سینوس ‏ کسپنوس زاویه‌های مهم 


۸) روی دایر؛ مثلئاتی به‌سادگی دیده می‌شودکه: 


<< ه 608 ه ح< 8170 

۱ -- << 60377 ۵ حد 81177 
۷ ۷ 

۰ << --603 و 8110-2۸ 
۳۲ ۳ 
7 ۰-77 

0 ۱ ست ی ۱ 8 
۳۲ 


شکل ۱۴ 


ز] قظه ها هن از تون میس حدم م تربع و یی یت ۵6 


8) وقت که زاویه‌ای برابر " باشد» برایر با زاویه متمم خود؟ 
) وفتی زاویه‌ای برایر ج باشد» برایر با راویه متمم حودش 
می‌شود وبنابراین» سینوس و کسینوس آن باهم برابر است. یعنی‌داریم: 
یور آما بسا توحه به‌اینکه ل ی ۲و و کسینوس يكث 
زاو یه حاده مثیت است. خواهیم داشت 


۳۲ 


7 
وکاب هو سس ۳ سس ۹ << --2۸08 
۲ ۴ ۴ 


و اگر از نتیجه‌هایی که قبلا ۳ استفاده کنیم» به سادگی 
می‌توانیم سینوس و کسینوس زاویه‌های گِ ۰ و را نیزمحاسبه کنیم. 
زاویه2 (با تقریب ۲7). انتبایکمان ]1۷ (شکل۱۴)چنانست که 


مثلث ]0113۷ نیمی ازيك مثلث متساوی‌الاضلاع است (زاویة 0 برابر 


۰ ۶ در جه است)» پس 


واز اینجا نتیجه می‌شو دکه 


"۳ 
6۵08- << 8110- << ۳/۳ 
۶ ۳ ۲ 


۱ 77 و ه‌ 
603-2 2 -811 
۲ ۴ 2 


ر 
بطه 
های تبدیل ۱ 


در بخش اول‌دیدیم که بااستفاده ازقضیةتصویرها می‌توان‌مجمو ع 
د و کسینوس را به‌صورت حاصلضرب د و کسینوس دیگر نوشت وبرعکس 
حاصلضرب دو کسینوس هم به‌مجموعی از د و کسینوس دیگر قابل تبدیل 
است. 

در آنجاء درحقیقت‌حالت خاصی بودکه توانستیم از راه‌غیرعادی 
يك‌رابطةٌ مثلثاتی را نتیجه بگیریم. 

حالا می‌خواهیم باراه‌عادی و کلی» طريقة تبدیل مجموع یاتفاضل 
کسینوساوسینوسپا رابه‌حاصل‌ضرب و همچنین طریقة تبدیل حاصلضرب 
دوسینوس» د و کسینوس يك‌سینوس ويك کینوس وتواذبای سینوس و 


کسمینئو س را به‌حاصلجمع مورد بررسی قراردهیم. 


تبدیل مجموع (یا تفاضل) به‌حاصلضرب 
ج) قبلا دیدیم که برای تبدیل مجموع دو کسینوس داریم: 
)۱ ۰ ورن کووه ۲ وم 60906 
برای اینکه رابطةٌ تبدیل تفاضل دو کسینوس را بدست بياوريم 


کافی‌است که +050 رابه ,وم - یعنی .6 را به1-7 ,6 تبدیل کنیم. 


در اینصورت رابطُ(۱) چنین می‌شود: 


رابطه‌های نبدیل سس ___حِْخ۴ 


۵ ی کته )س(2+ )ده 2-۲ 00500 - 605068 


۲ 


۰ 


0 
دا اند کل 


94 ۲ -- << ,(0و0 -- 609060 


(۲) 


ی و ساوسو تسوت دی ساسا اس ار 


شکل ۱۵ 


می‌توان‌رابطه‌هایی شبیه رابطه‌های(۱) و (۲) برای سینوسپابدست 
بت چت چب 
آورده برای این منظور» کافی است بردارهای 1 »,1و 5 را به جای 


روی 0 تصویرکنيم» دراینصورت خواهیم داشت 


حد ٩(‏ و 8:7)0۷ 5 


)۳ نی تست ۳۹ ت* 9 


شس ۲005 << 


وبرای محاسبه تفاضل دوسینوس کافی است در دوطرف تساوی(۰)۳ ,68 
را به)- تبدیل کنیم (زیرا 0و همزمان با 9 تغییر علامت می‌دهد). 
بنابراین 


تست تسس نسوس : 


۳( بت 1 نت« نومه ۲ 0و1 9400 
9 اه سوت + 0 


5۱06  -- 5370, << ۵ 


۴۶ ست سسست سسس ب سس مثلثات 
همچنین می‌توانستیم بدون‌استفاده ازخاصیتهای تصویرها» وتنهاباتبدیل 
ساده 9 به و در رابطه‌های(۱)و(۲)» رابعله‌های(۳) و(۴) رابدست 
آوریم زیرا باتبدیل 9 به 9 0و0( ,ومع به ,0و1 81700 
تبدیل می‌شود و طرف‌دوم رابطه‌هم»چنین می‌شود. 


7 1 77 7 
1" 0 0 01 0 9 


۲ "0 2 0 


لس تسکت بم( 9-6۲ )۲0۵ 
۳ 


ویا بالاخره 


ه ت۳۹ .0 ۳ تسطات۳ << :99060( 9:70 


که همان رابطةٌ (۳) می‌باشد. 

به‌این ترتیب رابطه‌های تبدیل مجه‌و ع به‌حاصلضرب بدست آمد. 
هم آنهپا شبیه یکدیگرند وتنبا جای سینوس و کسینوس درهريك از آنها 
با دیگری فرق‌دارد وبرای اینکه در موقع به خاطر آوردن این رابطه‌ها 
دچارتر دید نشویم» کافی است‌به این نکته توجه کنیم که هر دوطرف‌تساوی 
باید به‌طور همزمان کوچك شود وهمچنین» وقتی کمانی کوچك شود 
سینوس آن به‌طور همزمان با آن کوچك و کسینوس آن بزرگ می‌شود. 


به‌اين ثر تیب » 0:00 ون و قتی که  --‏ (6 ‌ ب() سب 6 باشد» 


زابطه‌های تبدیل سس 


۴۳۷ 


برابر صفر می‌شود وبنابراین» درطرف راست تساوی» هم مجموع و هم 
تفاضل کمانها زیرعلامت سینوس خواهند بود (زیرا اگر درطرف راست 
کسینوس باشد وقتی عبارت سمت‌چپ صفر می‌شود» عبارت سمت راست 
صفر نخواهد شد). یعنی تفاضل کسینوه‌پا برابر است با حاصلضربی از 

همچنین ,9:00 - 90 برای  -‏ (6) برابر صفر می‌شود ولی 
به‌ازای ,0 - ,9 برابر صفر نمی‌شود و بنابراین» در طرف راست 


تفاضل زیرعلامت سینوس ومجموع زیر علامت کسینوس است. 


(برای سادگی کار 09 -< ,وه < ,9 درنظر می‌گیریم) : 
ات ۲۳ یم 97-۶ 


۲ 


نت بو 


سلست(ووت 9 ۷ - << 6050 -- 60860 
سب 9 
۳ 


تسوا وق 
۲ ۲ 


سسوم ۲ وم -1-(96ع 


یس ساب 


سلت ۲۷587 < ۷70و -1- 1۸6و 


۵5 ۲ 3110و -- 3:60 


سم 


۲ حالتهای خاص 


اگردر رابطه‌های(۱) و(۲) ۰ ,8و0ح,0 فرض‌کنيم» خواهيم 


داشت ۰ 


۳۸ 


() :۱ (0و0 --۱ 


(ع) ۱۰۵ وم -1- ۱ 


۲ 

اگر توجه کنیم که به‌ازای ه چم طرف اول رابطة(۵) برابر صفر 
وطرف اول رابطه() برابر۲ می‌شود به‌سادگی می‌توانیم به‌خاطربسپاريم 
که کداميك به ۳۹1 و کدامرث به ك۲ومم تبدیل می‌شوند. 

۲ ۲ 

این دو رابطه» همان قضبه مقدماتی هندسه را بیان می کنند که‌بر 
طبق آن هرزاویة محاطی برابر بانصف زاویه مرکزی است که‌رو به‌روی 
همان کمان زاویهٌ محاطی قرار گرفته است. 

اگر در رابطه‌های (۳) و(۴) هم ۰ ,8,09 فرض کنیم» 
رابطه‌های زیر را بدست خواهیم آورد: 

(۵) گس وه ۱ 


۱ 
۱ 
(ع) ۱ ساویه ۷ بت ی 9 6030 ۱ 
۱ 


که سینوس و کسینوس يك‌زاویه را بسرحسب سینوس و کسینوس زاویة 
نصف بیان می‌کنند. رابطةرع) را دربخش اول هم‌بدست آوردیم (بخش 
اول بت شمار و ۲ رابطهع۶). 


۳ محاسب وم 4 8اه 


مجمو ع ,وه 1 ,۶:00 را می‌توان به‌صورت زیرنوشت: 


زانطه‌های تنایل. ۰2 ۲۰ 


0900 سل 90 - ")هه 


وبنابراین می‌توان بنابر رابطةٌ (۱) آنرا بیان کرد. دراینصورت خواهیم 


داشت ۰ 


دسععتگ ً مک »۳ ,ده + 2۳0 


که می‌توان در صورت لزوم آنرا به صورت حاصلضرب دو سینوس هم 


نوشت: 


1-0 60 7 4 _. 40 0. 7 6 . 
(ب هب س(هپ کب 
وهمچنین به‌صورت حاصلضرب دو کسینوس: 


(فجفجس(هب-س 


۴ مسالاً عکس 


ما مجموعدو سینوس‌پادو کسینوس را به‌حاصلضرب تبدیل کر دیم 
آیا می‌توان حاصلضربهای سینوس و کسینوس را به حاصلجمع تبدیل 
کرد؟ در حقیقت باید رابطه‌های (۱) » (۰)۲ (۳) و(۴) را ازجهت عکس 
خوانك. 


مثلا برای اینکه عکس رابطةٌ زیر را پیداکنيم : 


۳ ۵ ۰ نا 9 ث 


مت تم نت۱۹ 2۲ ,00۶0 + ,وه 


کافی است فرض کنیم : اه 0,7 هن مت ار 
که از آنجا خواهیم داشت 
سود و لوح ,9 
درایتصورت رابطهٌ مفروض به‌صورت زیر درخواهد آمد: 
0 م << ( 9 - )005 -1-(0 -2-1) و60 
و به‌این ترتیب» مسالة تبدیل حاصلضرب به‌مجموع حل می‌شود 


)۹( | (9 )1-0۶( -2-1) ان 6099:6050 
۱۰( | (0+-2)ومه (0 ه)هه ]- 587 8803 ۱ 


وت وت سوه سح بت و سس توت ات أ 


و اما برای حاصلضربت مآووع 2و6 کافی است که از رابطه 


1-00 0و شروع کنیم و پا در رابطة واومی‌جومی به جای طا مقدار 


ی 0 ت خواهنم داش 
1 یا ی ی ها 


( + )نم + (0 )وهی دما هومه 


ویا: 


)۱۱( |[ (9 )8و - (2-1-0) 897 -2۰0ومه 


اه ها یدیل سج هت .۵۱ 
تبدیل حاصلضرب بیش از دوعامل به مجموع 

در بخش اول باتوجه به‌قضية تصویرها دیدیم که تبدیل‌مجموعی 
از نو ع م6090 6090 ,0506۵ ببه حاصلضرت ممکن است» اما در 
حالتیکه ,0 و6 و,0 زاویه‌های غیر مشخصی باشند» نتیجه جالبی‌بدست 
نمی‌آیدو به‌همین مناسبت رابطه‌های مربوط به‌تبدیل مجمو عسه کسینوس 
(ویا سه سینوس) را مورد بررسی قرار ندادیم. ولی عکس مساله چنین 
نیست وتبدیل حاصلضرب سه کسینوس (یا سه‌سینوس) بدون واسطه و 
به كمك رابطه‌های اساسی وساده می‌تواند به‌مجموع تبدیل شود. 

در این مورد کافی است که رابطه )٩(‏ یا (۱۰) را دوبار به کار 
پریم. به‌این ترتیب: 

1-4 (0 -- )وم -1-(609)2-1-0 06050 6092605 

با 


60( -- 3) دمم 0-4-2 ومه (211) 0 


ماد( وا اع)ومی (0 ها 8 
(۱۲) [ (0 -09 -ه)ومن 4 (0-+- 9 --ه) ومه اب 


همین‌روش را برای‌تبدیل حاصلضرب تعداد غیر مشخصی کسینوس 
نیز می‌توان به کار سر ۵ یگ حالت خاص درموردی است که کمانهای 


۵۲ ۳ !۱ ۱ 5 ثلثاث 


برابر داشته باشیم : 


در اینصورت رابطة (۱۲) چنین می‌شود: 
[ 609۳۵-۳۳۵0۵ 1 2 ۵05۲ 


استدلال کلی دراین زمیئه ثابت خواهد کرد که مقدار 2و همسشد 


به‌صورت مجموعی از کسینوس قوسپای ۰۳2»۰۲2»5....و9۵ قابل بیان 
است که نج بسیارسپم وجالبی است (مثلا" درحساب انیگرال). به همین 


ثرئیب می‌توان در مورد حاصلضرت تعداد غیر مشخصی سیئوس و ۳ 
استدلال کرد. 
به‌این ترتیب به‌سادگی رابطه‌هایی‌مانند رابطة زیر بدست‌می‌آید: 
- 005۲2 ۴ سب ۲ ۸9:۲2 


ویا با واردکردن رابطهة 
9 سک ه) «نه +( سم) 0-۰ 517 


رابطةُ كلاسيك زیر بدست‌میآید که بعداً از آن استفاده خواهیم کرد (بخش 
۸ شماره ۱ِ: 


نسم ات 


سسسس8 ۴ << 8170 


رابطه‌های تبدیل سس 


۵. مجموع کمانها 
اگر رابطه‌های (۷) و (۸) را باهم جمع کنیم» خواهیم داشت: 
(۱۳ 0 - 00590 60:3 < (0 -1- )609 
واز کم کردن آنما 
(۱۳) 1-0 ]و260 ومع ع (0 -- )609 
همچنین اگر دررابطة(۰)۱۱ مقدارهای ووعاً را به‌هم تبدی لکنيم 


مي‌سو د. 
(۱۴ [ (2-0) ۰و +(0 - ه) و ]2 قهاه دآدمه 


و سپس ازجمع و تفریق دو رابطة (۱۱) و (۱۴) خواهیم داشت: 

(۱۵) 1۲۵ 897020050 ع (0--2) 8:7 

"(۱۵) 0 -- 397026050 ع ( 9 -- 3) 897 

بهکمك رابطه‌های (۱۳) و (۰)۱۳ (۱۴) و "(۱۴) می‌توان مسالهُ 
زیر را حل کرد: 

سیئوس و کسینوس دو کمان ووا معلوم است؛ سینوس و کسینوس 
مجموع (+ه) وتفاضل (-2) را پیداکنید. این مساله به‌نام مساله 
«مجمو ع کمانبا» مشبور شده است. 

حالت مخصوص. مسالاکمان دو براپر, کافی است در رابطه‌های 
قبلی ا ه فرض کنیم تامسالهٌ زیررانتیجه بگیریم: سینوس و کسپنوس 
کمانی مفروض است» سینوس و کسینو سکمان دوبرابر را پیدا کنید. 


5۴ 


887 ۲۷ 6 << ۲ 0 


2 ۱-۲ 083-۱ ۲ 97013 -- 3 ون 605۲2 


که در حقیقت همان رابطه‌های (۵) و (۶) هستند بااین تفاوت که 8 به 
۵ تبدیل شده است. 

تصره. ۲2 را می‌توان تنبا با در دست داشتن 2و و یا 72: 
بدست آورد» در حالیکه این‌خصوصیت برای ۲۵ ::: وجود ندارد. 

این مطلب را می‌توان بسه كمك دایر؛ مثلثاتی هم به سادگی 
توضیح داد: 

کمان 2 به‌وسیلهة کسینوس آن مشخص شده است؛» این کمان 
قرینه‌ای نسبت به 0 دارد: ,۸۷ و (۸ هردودارای يك کسینوس 
,62 هستند. همچنین کمانپای دوبرابر آنما یعنی ۹/۹ و۸ همه 
دارای يك کسینوس 92 هستند (که همان ۲۵ وم است). ولی سینوس 
,6 و ۸(,۲ به‌وسیلهة این کسینوس تنبا ازلحاظ قدر مطلق برابرند 
(شکل ۱۶). 


و هه 


۲ کمان و به‌وسلهٌ سینوس آن ,۰ مشخص شده است. این 
کمان قرینه‌ای نسبت به7() داردکه هر دو دارای يك سینوس هستند: 


۳ حور 


,۷ و ]۸۱ «یعنی ۸3 -). ولی دو برابر ايين کمان ,۸۱۷ 


۸ 
قرینة دو برابر ]۸(۷ نسبت‌به »ر()می‌شو دزیر ۲۸۷ ۲۷7 ,]۲۸۸۷ 
و روشن است کد کمانهای ۷۸۷ ۲5۳ 0 قرینة 


یکدیگرند) بنابراین» کسینوس آنمهایکی وبرابر ,0 خواهد شد وسینوس 


۱۷ 


ود 
4 


۱ 
۷ 


ِ 
۱ 
مس 


تعمیم . محاسبة کسینوس مجمو ع چند کمان 


9۶ مثلثات 
(.... 91-61 -2-1)ومه 
با در دست‌داشتن سینوس و کسینوس کمانمهای 06»0»3».... 
ابتدا حالت سه‌کمان را درنظر می‌گيریم. کافی است که مجموع 
+ را به‌عنوان يك کمان درنظر بگیریم وطبق حالت مجموع دوقوس 
(۲0-ه) 2029 - (0+0)ومعومه > [(0 +0) --09]2» 
990و 0و00 و60 ]2 ومن سح 
[0وها وم 990060504 ]8870 -- 
و از آنجا؛ 
سب 00904109960 -- 06 ومع 60260510 ع- (0-+ 9 -1- )605 
(۶) . 99۵8400 0وهه 09۵و هاآومن ت 
همچنین می‌توان بدست آورد: 
سادعومم و وم ها و ومع 0050 5:02 س- (0- 0 -2-1) 890 


(۱۶) 06 -- 00053:6050 8870 1 
واز این رابطه‌ها هم می‌توان حاصل عبارتمای: 
و (0-دوا-2)ومه و (605)2-1-0-0 
را باتغییر علامت کمان مورد نظر در دوطرف تساوی بدست آورد. 
همین روش را می‌توان برای محاسبهُ کسینوس مجموع ۰۴ ۰.۵ 
وو کمان بهکار برد. منتبی رابطه‌های ی که بدست می‌آید طولانی است 


واز لحاظ نوشتن خسته کننده. 


را بطه های تدد یل ِح 


۶ مضرب کمانها 
وقتی که‌هم؛ کمانهایع»0»و ...برابر باشند(...-64ع 0 2-1) ومع 
به0 وم تبدیل می‌شودکه در آن 9 تعدادکمانبا درنظر گرفته شده است. 
رابطه‌های مربوط به۲ 0 راقبلا ذک رکرديم واگر 9-۳ باشد» 


رابطه‌های (۱۶) و (۱۶) به‌صورت زیر درمی‌آیند: 


(۱۷) 


سب ۴:۰0:93 بت 605۲۳۵ 
۳:2 576 ۳ حت 917۲۳0 


روی رابطه‌های اخیر توجه کنیم که در آنجا ۵ تنبا برحسب 
0 معین شده است (همچنین 70۳2 برحسب 878). همین وصع برای 
۳3« هم و جودداشت» درحقیقت وقتی که کسینوس کمانی مفر و ض باشد»ه 
خود کمان باتقریب یك‌علامت معین می‌شود (دو کمان متقارن نسبت به 
) وضرب این کمان درسه. این تقارن‌را حفظ می کند (وهمچنین کمان 
در هرعدد دلخواهی ضرب شود تقارن نسبت‌به 0 حفظ خواهد شد) . 
بنابراین» 209134 می‌تواند به و سیله يك چندجمله‌ای نسبت به 2ومم بیان 
شو د. 

)۱۸( (60۶2)م 1 - ۵09102 
چندجمله‌ای و[ چندجمله‌ای چپیشف ۲6۳060۷06۶۶۲" از درجه نامیده 
می‌شود. اگر 9ومه باشد ()و ]12و می‌شود؛ جند جمله‌ایمای 


(1)2 اهمیت زیادی دارد وبه‌ساد گی وبا شرو ع ازرابطة (۱6) محاسبه 


مت بیجن یتح سم ات ینماان 


می‌شوند. ما در زیر نخستین آنما را بیان‌می کنیم : 


1 ,)26( ۶ 605 ۰2 << 

3 << 2 005۱ زر ع< (), 1 

7-۱ 00912 ۲ -< 609۲3 ز ۲۲-۱ ح< (6), [ 
۵ -- 2 6091 ۴ << 609۳3 ز۳ ۳۲۲ < (6) [ 


۸609۲2۱ - ۸609۲5 -< 609۴ زو اعد سس ۲( ع (ع), 1 
۰609۲ ۲ دومن ۱ و00 ززه هه ۱۶۵-۲ (16)م 1 
وقتی که کمانی به‌وسیلهة سینوس داده شده باشد خود کمان با 
تقریب يك‌قرینه نسبت بهبون بدست می‌آید. 
ضرب کمان» درعدد۳ این‌تقارن را حفظ می کند ودر حالت‌عمومی 
ضرب در هرعدد فرد. به‌این ترتیب وقتی که 0 فرد باشد داریم: 
(9۳۵) و [ < 8۱7102 
ولی» وقتی که 0 عددی زوج باشد» ضرب کمان در تقارن نسبت به/ 
را به‌تقارن نسبت به.دن تبدیل می‌کند ودر اینصورت 18و باتقریب يك 
علامت نسبت بهعه معین می‌شود» ترجیح‌داده می‌شود که برای سپولت 
کار درتمام حالتپا 02 تابعی ازوومی درنظر گرفته شود دراینصورت 


به‌از ای هرمقدار 9 در 82::: همیشه‌عاملی از 2و وجود خواهد داشت: 
)۱٩(‏ | کثیرالجمله‌ای برحب 2ومی از دج ظ | کا 902 س ۱(2 )۶0و 


اگر مثل حالت قبل وم فرض شود خواهیم داشت: 


(کتیرالجمله‌ای از 1 با دج ج) ۱-6۳[ ۱(2 4 0) 980 
(6) ۱ +د هلا 


۱ سس 8 
تابع (10)6 را تابع نو ع دوم چپپشف گویند رکه‌مانخستین آنمپارا 
در زیر خواهیم داد) . 
وقتی‌دوچندجمله‌ای‌متوالی و[ (ویائایعهای وتا) راداشته‌باشیم» 
می‌توانیم تمام بقیه را بدست بياوريم. رابطة زیر که تبدیل يك مجموع 
به‌حاصل ضرب است: 
(۵٩-00: )12 --۱(2 << ۲۷ 84‏ 102-1-۱) 605 
وقتی که 7 66398 باشد جنین می‌شود: 
() ۲1 << (26) 1-۱ (6) ۱ بو[ 
و با: 
(۲۰) » 2 - و [ سل و [ ۲۷۲ پچ [ 
واین رابطه اجازه می‌دهد که تمام ]ها را با شروع از ,و [1 محاسیه 
همچچنین می‌توان ثابت کرد: 
(۲۰) ۰ ۱ - ولا ولا ع(۲ - و ولا 
که از آن به‌همان ترتیب و[ مقادیر ولا بدست می‌آید. 


جدول نخستین تابعهای چبپشف (نو ع دوم) : 


ه د (02 )917 زه < ( 2,6 
0 << (۱2) 89 و ۱-۷ -- ۹۵9 
0 ۲ ۲ << ۷۲۹ 8070 ((۲) ۵ و 0- ()0۷ 


(۱ 2 اوممع) ۵اه ۳و و( ع) کل ۱ (۱۳0 
(87-۱ 0091 ۴9۰۵۵09۵)۲ 9۴۵ (۴ - آز۸) ۲- 1/۱ ۹09 


/ ۱ 2-۱ ۶۵09 )۵9-9۰2 9۶0 ز(۱ +۷۲۲ ۱- ۶ ۱-0 ( )۱1 


ها یبد هس سس یتیب امتللا یت 


یادآوری می کنیم که در ستون دوم چند جمله‌ایپای داخل‌پرانتز 
جنّل جمله‌ایپایی برحسب ۹:03 هل 6 ورن متغیر متداول‌همان کسینوس 


۷ تقسی کمانها 


حالا عکس فساله قبل را مطر ح می کنیم» یعمی : کسینوس کمان2 

معلوم است» مطلوبست کسینوس کمان *.واین»مسالةًتقسیم کمانهاست. 
"1 

این مساله. هم‌ارز مسالهٌ زیراست: مقدار 2جووی داده شده (مثلا" برابرطا) 

2و را محاسبهٌ کنید. در اینصورت رطبق آنچهکد قبلا" گفتیم) : چند 

جمله‌ای ()و] برابر با می‌باشد. واز آنجا باید خود »ر را پيداکنيم 

یا به‌عبارت دیگر بایدمعادله 0 -()[" را حل کنیم» که در آن (0و 1" 
چندجمله‌ای چبیشف ازدرجة ام می‌باشد. 

وقتی که 0 غیر مشخص بساشد» این‌ساله» یگ مساله جبری خیلی 

مشکل است ومخحجر به‌حل يك معادله از درجه 11 می‌شود. در ایتصورت 

نمی‌توان جوابهای آنرا به‌دقت حساب کرد و لی‌بعضی ازحاصیتهای آنرا 

می‌توان مورد بررسی قر ارداد. مثله" معادله 0ح<م] سمیت به یز از در جه 

ام است وبدون تردید دارای و جواب است. درحقیقت عدد و برابر با 


کسینوس کمانی مانند ۵ است و کمان ج با تقریب 7 معین است واز 


آنجا کمان ِ 1 تفر بب معین می‌شود» یعی اگر رس ومویکی از 
1۳ 1 


رابطه‌های‌تبدیل سس سس وم 


ریشه‌های معادله 0 حدم ] باشد» نمام مقادیر مت شا )وه ( که در 
آنجا 1 عدد درست دلخواهی‌است) بایکدیگر متفاوت خواهند بود. یابه 
عبارت دیگر انتمهای کماننهای ای روی‌دایر ةمثلثاتیانقطه‌متمایز 
۳ 1 

خواهند بوده که رآسپای يك 0 ضلعی منتظم را تشکیل می‌دهند . تصویر 
این 0 نقطه روی 0 همان کسینوسپای کمانمهای‌مورد نظر است‌وجوابهای 
معادله سم[ خو اهند بود. یعمی تعداد جوابسیای معادله بسرابر با 10 
می‌باشد. 

سیته همین تحقیق ۳ درموردمساله مربوط به‌سنوسما هم‌می‌تو آن 
انجام داد. در آنجاهم 0 جوابت خواهیم داشت 

اکنون مسالة تفسیم کمانما را در حالتهای ۱-۲ و7۳ مورد 
برررسی قرار هی ۳99: 


۸ تقسیم بر ۲ 
مساله. تابع متناوبی از کمان وه مفروض است. تایعهای‌متناوت 


کمان * را پیدا کنید. 
۲ 
۱ 2 به‌وسیله کسینوس آن داده شده: 
۱ > 0) طاعت 60:2 


می‌توانیم برای‌استدلال‌ازشکل استفاده کنیمم. » را زاویه‌ای‌فرض‌می کنیم 
که کسینوس آن برابرو باشدو ضمناً داشته باشیم: 7>ک>ه بنابراین 
کمانپای ج مقدارهای زیر را خواهد داشت 


۸0۲) 01-7 -- و ۷17/۸۷ سین 


۶۲ 


شکل ۱۸ 


و در نشیجه کمانپای نصف چنین خواهد بود: 


(,۸۷ وب(۸) و -_ و( )1 
وبه‌سادگی روشن می‌شود که سیئوس و کسینوس آنها باتقریب يك‌علامت 
معین می‌شوند. 

حالاء به کمك محاسبه» نتیجه را بدست می‌آوریم. از رابطه‌های 


۵ ۲ . 24 
3 ۲ 2-۱-۲۷ ۱ تنل 0093 


بدست می‌آوریم : 
دز ك ۱ | 9 ورن 
۲۱( ۳ 7 
تعطم بب ت_ / ٍ بسن از 
۱ 


ریادآوری می‌کنیم که زاو یف را با علامت + درنظر گرفته‌ايم). 


۲ کمان ج به‌وسیلهة سیئوس آن داده شده است: 


و ابطه‌های‌تبدیل ‏ سس و 
"0 59702 
به‌سادگی می‌توان این‌حالت را به حالت سابق تبدیل کرد بارعایت‌این‌نکته 


که وومم باتقریب يك‌علامت بدست می آید (شکل .)۱٩‏ 


4-۱-7 ۲و ۱+ وووه 


وازآنجا خواهیم داشت: 
۱-۱-7 ۱ 
۱ 0 ۳ ۲۳ 


(۲۲ سس 
دای سم ۲5 س و 


به‌این ترئتیب» ۴ مقدار برای سینوس و ۴ مقدار برای کسینوس بدست 


تست بمب سس سب تسس سپس سس سس مثلثات 


می‌آید. معمولا ترجیح داده می‌شود که با دو رابطة زیرعمل کنند: 


رب "وا ح< 81100 
۲ ۲ 
4 ۵ 
-- 817 6085 << 
۲ 1 ۲ كٍِ_" 
که محاسبه مربوط به آن مشکل تست . 
تقسیم پر ۰۳ مساله عبارت از ایئست که ومع (ویا "ا د «:و) 
می‌باشد ومی‌خواهیم و ی را محاسیبه کنیم. 
۳ ۳ َ 


مسال منجر به‌حل معادله 0 (0), ]" می‌شو د (م1 چند‌جمله‌ای 


چپیشف از درجه‌سوم است) و با 


(۲۳) داح (۳ - 5۲ ۴) 1۲ 


شکل ۲۰ 


فرض کنیم می‌خواهیم معاد له 20۳0-09 را» که در آن 9 عد‌د 
مفروضی است» حل‌کنيم (روی دايرة مثلثاتی معلوم است که اگر ۱ > |0] 


زا ه‌های تیوول, بجعت اج یس ۵ ۶ 
باشدمساله دارای چواب است.) وفرض کنیم که »0 کمانی‌باشد که‌درمعادلة 
0 0:۳0 صدق کند (ه از جدول بدست می‌آید). بین ووه رابطهُ زیر 
پرقرار خواهد بود: 

0 << 6039 
واز آنجا: 


7 ۳0-1 سل د 2 


۰ 


اگر1 را برابر » وا و۲ درنظر بگیریم» شش کمان مختلف روی 
دايرة مثلثاتی بدست می‌آید» که انتبای آنها رأسهای دو مثلث‌متساوی 
الاضلاع را تشکیل می‌دهتد و نسبت به محور کسینوسها قرینه‌اند (شکل 
ار توقای بر آع وی و وود رام خافت :که سا در 
دست‌داشتن » می‌توان آنپا را ازجدول بدست آورد. 

حل معادلة (۲۳) یعنی معادلة درجه سوم 

(۲۳) »اس )۳ "و۴ 
را با كمك جدول مثلثاتی انجام دادیم . اکنون این‌پرسش پیش می‌آید. 
آبا نمی‌توان حل معادلة غیرمشخص درجه سوم را به‌حل معادله: 

(۲۳( اعد (6)» [ 
منجرکرد. اگر بتوان این‌تبدیل را انجام داد؛ در اینصورت باید معادلهٌ 
عمومی درجه سوم دارای همان‌جوابمهائی باشد که برای معادلث(۲۳)بدست 
آوردیم. ولی ما می‌دانیم که هميشه اینطور نیست. بنابراین» این‌احتمال 


تست نم تسیب ببس سب سس سس مثللاث 
هست که برای هرمعادلهة درجه سومی امکان این‌تبدیل و جود نداشته‌باشد. 


ما ا کون کوشش می‌کنیم با تبدیل يك‌معادلةُ درجه سوم به معادلهٌ (۲۳) 
این مطلب را تحقیق کنیم. 


حل مثلئاتی معادلة درحه سوم 

معادلة زیر را درنظر می گیریم: 

(۲۴ » - (1[-1 ۸7۳1-2۲1-602 
که يك معادلهُ درجه سوم کلی بامجپول 2 است. »۸ است (زیرا در 
غیراینصورت معادله درجه سوم نخواهد بود) ؛ و بنابراین» می‌توان دو 
طرف معادله را بر تقسیم کرد ویا و فرض کرد. اکنون با تغییر 
مجمول 261-1 2 معادله زیر را خواهیم داشت: 


۰ + رو ۲-6006 رو )۲-13( 2) 


۳و0 و13 ۲ اوز۳) -26۲( 3 )6 
0104-52۰ 1-9۲-41 


برای‌اینکه جملهة ضریب ۲ برایر صفر شو ده کافیا مت و[درنظر 


بگیریم ودر ایتصورت معادله به‌صورت زیر درمیآید۱: 


۳ (024۷ 0 )۲۵( 


۱ صورت ه -- ون ۳-1-01 را صورت کانونيك (200۵1006) 
معادلةٌ درجه سوم گویند. 


) بط ها ی بش ...تست 8۷ 
ومعادله 0 (), [" که ما حل آثر | می‌دانیم به‌صورت زیر بود. 

۲( 6-۳6 
حال» موصوع عمارت از ایئست که آیا می‌توان باتغییر مجپول مناسپی 
(۲۵) را به (۲۳) تبدیل کر د؟ 

اگر در(۲۵) مجپول 2 را به ۸2 تبدیل کنیم خواهیم داشت - 

۸۳26۲-0۸2 1 [  » 

این معادله وقتی هم ارز با معادله (۲۳) خواهد بود (یعنی‌همان 
جوابهای معادلهة (۲۳) را دارد) که ضریبهای دومعادله معناسب‌باشند» 
یعنی داشته باشیم: 


۹ 802۸ زار 
(۲۶) 0ج" 


از معادلة اول ۸ بدست می‌آید رکه مخالف صفر است) 


3 1ب سیر با ۷ 
۳ ۳ 


به‌این ترتیب» برای ۸ وقتی می‌وان عددی در نار کرفت که 


م <ط بعنی ه > 0 باشد. 
حالا 9 را محاسبه مسی کنیم» این ضریب از معادله دوم دستگاه 


یدست می‌آید: 


۳ رس < سس 


[7 


.2۳۲ ۳ -ه 


ینیبب د یگس ص یب دص ی حیبست ففللات 


ودر ایتصورت معادلهُ به‌شکل (۳۴ ۲ دارای سه‌جوابت زير خواهد بود. 


ل ۱ ۱ 
رک »)ومع ۲ 276090 ,6( 


2 


ض ٍ_ مت( 6 


که در آن 0 کمانی است که در رابطه << 609۳0 صدق می کند. 
30 کهبر ابر با کسینوس يك‌زاو یه است» باید درشرط ِ> 0 صدقی 


کند» یعنی داشته باشیم : 
۳0 ۰ ۳/۳ 
> 0۳ ایا ٩‏ > سس پر سل 
۲۷( ترش ۳ 7 


اگر این نامساوی برقرار نباشد» معادله از طریقی که ذک رکردیم 
قابل حل نخواهد بود (یادآوری می‌کنیم که باتوجه به‌این شرط می‌توان 
ازشرط ه > ۳ که‌قبلا گفتيی صرفنظ رکرد). درنتیجه| گردرمعادلة(۳۵) 
شرط (۲۷) وجود داشته باشد. تایید می‌شود که معادله دارای سه‌جواب 
است ومی‌توان جوابپا را باتقریب لازم به‌وسیلة جدولهای مشثلثاتی و با 


روش مذکور دربالا بدست آورد. 


4 تندیل محموع 0:::-1 6و ۸ به‌صورت ضرب وتبدیل صورت‌صرب 
(0-- (60:)0 به‌مجموع 
باتوجه‌به‌رابِطة "(۱۳)می‌توان عبارت (ه --8)ومء؟1 رابه‌صورث 


زیرنوشت : 


۱ 


زابطه‌های تنهیل. وب تست ۶٩‏ 
اگر و را متغیرو خ[وه رامقدارهای‌ثابت فرض کنیم»می‌توان‌برای 
سپولت کار ۸ وم و ۲ :2 قرار داد که در آن» ۸وظ 
مقدارهایی ثابت هستند. وخواهیم داشت: 
0و 1-3 وم ۸ (0۵ -- 16090/00۵ 
برعکس» مجمو ع ۸20143:70 را هم می‌توان به صورت 
(0 --) وم 8[ نوشت. اگر ۸و مقدارهای معلومی باشند» می‌توان دو 
عدد وم را چنان انتخاب کردکه داشته باشیم : 
(۲۸) << 1۵:۳0 و 10:0۸ 
این دستگاه که دارای دومجپول وه است» به‌این ترتیب قابل 
حل است: دوطرف دومعادله را مجذورکرده وباهم جمع می‌کنیم: 
۸۲1-۲ -- (۲0::و ۲0:1 ومع )۲ +1 
واز آنجا: 
1٩-۸۲۲ ۳‏ 
چون تنبا به‌يك‌جواب‌برای خآوب نیاز داريم ومنظوربدست آوردن 
تمام جوابای دستگاه‌نیست» می‌توان علامت جلو رادیکال رامثبت‌فرض 
کرد. اکنون با معلوم بودن ۶ می‌توان » را به كمك یکی از معادله‌های 


دستگاه بلاست آورد: 


ط دم هر _ ۸ 
۸۲-۲ ۲ 51710 و 2 


و به این ترئیب می‌توان عبارت ۸814-970 را به صورت 


(ه --0) وم نوشت. یادآوری می کنیم که (6 -89)ءمم13 را ب‌صورت 


۰ سس ات 


(8-- 1:)0 هم می‌توان نوشت که درآن *-- 8 در نظر گرفته شده 
است. 

صورت (0-0)ءم +1 رارلگاریتمی» وصورت 8۵1-1۳2:*0ومعظ۸ 
را «غیر لکاریتمی» گوبند. درحقیقت» صورت اول به كمك جدولمای 
لگاریتمی قابل محاسبه است؛ درحالیکد صورت‌دوم به‌علت علامت‌جمع 
آن؛ قایل محاسبه لگاربتمی نیست. 

درحالت کلی» هرعبارتی را که به‌صورت ضرب باشد لکاریتمی 
وهر عبارتی را که به‌صورت مجمو ع باشد» غیرلگاریتمی گویند. 

در محاسبه‌های عددی» هميشه تبدیل يك عبارت لکاریتمی باعث 
سپولت عملیات می‌شود. تبدیل به‌عبارتهای لگاریتمی وقتی‌که مجهول 
زاویه است. چه دررابطه‌های عادی مثلثاتی یاحل مثلث ویا معادله‌های 
مثلثاتی» امری ضروری است در بخشهای چمارم وپنجم باز دراین‌باره 
گفتگو خواهد شد). 


۳ 


تانو انث یت کمان 
زاژیه‌هایی که با تفریب 7 معین می‌شوند 


تعویف تانژانت ور 
قبلا دیدیم 


-- << (1-26- )605 
5 -- -< (2 سل ؟) 887 
اين رابطه‌ها نشان می‌دهندکه اگّر بهر مقداو ج را اضافه کنپی 


فسبث ۳ تغییر ثم ی کند. این نسبت تعبیر هندسی ساده‌ای دارد. در 


4 1 
حمیقت اگر مثلث ۵0۳8 را درنظر بگیریم» داریم: 
:1 00 
و زوم -- 
058 05 
واژ آنجاکه دومثلث ۵۳30 و1۸۵[ متشابه‌اند» داریم : 


<< 16 


لیا تهان 2 1۳ 


7 _ ۸1 _ ده _ ظط 
۰ 6۵۸۰ وم 09 
بنابراین» نسبت مذکور برابر باقطعةٌ ۸۳۲ از مماس نقَطةٌ ۸ است (که 
درجبت مثلثاتی توجیه‌شده است) (شکل ۲۱). ازرابطه‌های(۱)بلافاصله 
نتیجه می‌شود: 
<< (1-7-) 10 
ودر حالت کلی» وقتی که 1 عددی درست باشد» داریم: 
(۱-1-17) و4 
به‌این ترتیب» عروء زاوية ه را باتقریب 7 رادیان معین می کند و به‌همین 
مناسبت است که دراینحالت برای زاویه‌های توجیه شده. خطمای توجیه 


نشده را درنظر می گیرند. 


۲ رابطه‌های ساده 


۱ وم -- ۱ 57 


.۳ 091۲ و6 


واژ آنجا 


تانژانت متمم يكکمان راکتانژانت آن کمان گویند: 


۱ ۱ ) 7 
95اه < (1 )وه 


۴ سس سس سس سس شلات 
۰ ۰ . ۱ ‌ که 1 7 ۴ ۱ ۰ 
همجسن» زوسن است ۱:23 0 معتن‌است: 


مقدارهای رو0ع »090 »۸0(و >(وومع) را اغلب «خطمهای مثلثانی» 
کمان ۶ گویند (اگرچه این ن‌امگذاری هیچ‌چیز را مشخص نمی‌کند و 
بنابراین درست‌نیست). 

مسالهٌ زیر»ا گرچه يك‌مساله کاملا مقدماتی‌است» ولی‌اساسی است 

اگر یکی ازخطبای مشلثاتی زاویه‌ای‌معلوم باشدء آیامی‌توان‌سایر 
خطبهای مثلثاتی آنرا پیداکرد؟ 

,( معلو م است» ۶و ورومی را بدست آو رید: 
به‌وسیله ۸۳۲ روی‌محورتانژانتهامشخص می‌شود وبنابراین»انتبای 
کمانهایی که تانژانت آنپابر ابر ۸۳1 می‌باشد روی دايرة مشلشاتی دو نقطة 
متقاطر تشکیل خواهند داد و درنتیجه :و و دوم تنها باتقريب‌يك‌علامت 
مشخص می‌شوند. 


رابطة تعربف را می‌توان چنین‌نوشت 


۱-2 57 4( 
سب سس سس ببس ؟ ط 
4 7/۸ ۳/4 ت 05 
که از آنجا بلافاصله رابطه زیر ددست می‌آید : 
6۱91 
۳ سس ده 4170 و سح << 6081 
۳۱ ۱-۲ 7 


یادآوری می‌کنيم کهع در هر دو رابطه یکی است. زپرا نسبت 


کت "__یاید برابر با 0 باشد . 


«1 


تافوانت پات کهان سس +۷ 


۲ 80 (یا ومه) معلوم است» دوه را بدست. آو رید. این مساله 
هم بلافاصله واز رابطة تعریف حل می‌شود: 


/ سٍ بسانت ۲ 1910 سس << 10 
۳ 031 61۱-6 


اکنون مساله‌هایی را که در مورد 9870 و 60892 طرح وحل کر ده 


بودیم» دربارة 10 هم مطر ح می کنیم . 


۳ در ابطه‌های حمع برای تانژ انتها 

اگرزاویة 2 وزاویهة 0 به‌وسیلُ‌تانژانتهای آنپا معین باشندیعنی‌هر 
يك از آنما باتقریب ج داده‌شده باشند» مجموع آنسا هم باتقریب 7 معین 
خواهد بود. 

به‌اين ترتیب» مقدار (24-0)و؛ بر حسب مقادیر 2واوماو؛ گویا 
خواهد بود» این‌مطلب را به‌سادگی و باکمك رابطة تعریف (2-۲0)؛ 
می‌توان تحقیق کردکه در آنجا از رابطه‌های مجموع سینوس و کسینوس 
استفاده خواهیم کرد: 


2 +حاوممع:ه 5 (2-1-0) 90 1 
و ناومم جوم (0ادع)ومه (0 2-۳) وا 


واگرصورت ومحر جح این کسر را بر 60836090 تفسیم کنیم ‏ تانژانتم‌اظاهر 


خواهند شد: 


۱0۵2-1-2 


و و تب مسب یی برع مت ی همست »ات 
واز رابطةر۴) به‌سادگی رابطةٌ زیرهم بدست می‌آید: 


۱ 927-0 _ 
(۳) او 


به‌این ترتیب» (240)و؛ برحسب وه و او؛ به صورت يك تابع 
کوبا بیان می‌شو د» درحالیکه در مورد (0 72-1 و (2-1-0)وم» چنین 
نبود. وقتی که تانژانت مجمو ع‌غیرمشخصی قوس هم‌داشته باشیم»همین 
خاصیت وجود دارد. اگر (0-+2194):نه را بر (2-۲-94-9)ومه تقسیم 
کنیم وبرای ساده‌بودن رابطه فرض کنیم : 


بح ونوو: دما و1 ها وندو؛ 


10-۰ هاو: 21و ۱ 
0 


خواهیم داشت: 
تس 1 
(۵) 0+0 )و٩‏ 


ودر حالت کلی با علامتگذاریهایی شییه بالا می‌توان بدست آورد: 
"(۵) و2 ...1-2 9)2! 


۱۳-۱ سب ) ب و لسن ]تم ]سم نت 1 
و 21( )روآ ]1 ۱-1 


(برای حالتی که تعدادکمانبا زوج باشد) و؛ 
<(۱+ 1-8۲ م2 2) 10 


دم ۱۶1 اس زونه سم 1ب ]اس [ ِ 
۱۳1۲ مت )سل ور سم [ سل ]اس ۱ ٍِِ 


تانژانت یاك کمان سسس ۷۳ 


(برای حالتی که تعدادکمانها فرد باشد). 


۴ مضرب کمانها 

۱) کمانبای دوبرابر - وقتی که زاویة 2 با تقریب ج معین‌باشد» 
زاویةٌ ۲۵ باتقریب ۲ معین خواهد بود. به‌عبارت دیکر بامفروض‌بودن 
و نه‌تنبا ۲۵و؛ بدون هیچ ابپامی بدست می‌آید» بلکه ۲۵:ووج05۲» 
هم بدست خواهد آمد. 

بنابراین سینوس» کسینوس وتانژانت يك کمان تابع گویایی از 
تانوانت نصف آن‌کمان خواهند بود. این نتیجه ازمحاسبه هم بلافاصله 


بدست می‌آید. درحقیقتابتداباتوجه به‌رابطةٌ (۴)بافرض 0 2 خواهیم 


هش هه 


393 
(۶ ۱-3 2 17۲4 
و به‌همین ترتیب داریم: 
9۵ ۲ 
2 ۱-1-2 << 2108 605 ۲۷۲ << 8900096 ۲ 2 887۷2 
(م ۲2 -_ 
۸ ۱-2 سوت ح< ۱ ۶5 22 605۱۲۷4 


رابظه‌های بالا» که سینوس و کسینوس را به‌عنوان توابع گویایی 


و بهحصوص در جبر عالی کاربرد فراوان دارند. 


۱۷۸ : 1 سب ۹ اخس ی اد ود وس اس ای ۱ مثلثاث 
معمولا )وه فرض می کنند و در ایتصورت رابطه‌های بالا به 
صورت زیر در می‌آیند: 


۸( ار ۱-4 5 اکن 
۸ ۱-۲ << 198 و ۱1 605 ۱1_9۳ ح 81710 


هروقت که بخواهیم يك رابطه‌مثلثاتی‌را به‌يك رابطة جبری‌تبدیل 
کنیم؛ می‌توانیم ازاین رابطه‌ها استفاده کنيم. 

۲) کمانپای سه‌برابر - وقتی که‌زاویة ع باتقفریب 7 رادیان‌معين 
باشدء زاویة ۳2 بانقریب۳یعنی‌با همان‌تقریب 7 معین‌خواهد بود؛ به‌این 
تر تیب‌وقتی که و؛ معلوم‌باشد ,۳2و وع۳ومی به‌طور مشخص‌معین‌نخواهد 
بود. 91۳2و0:۳2 نسبت به 190۵ توابعی گویا نمستنك, 


۳۵ از رابطه(۴) با فرض 9-۲2 بدست می‌آید: 


10۲۵-1-۵2 
وروی ۰ (۲۵۵) ۱9 ۱0۳۵ 


که به‌صورت زیر نوشته می‌شود: 


(۵-۳ )2و1 ۳۸۵-92 


۹ ۱ ۱ سواود) ۲ ۱-۳۶۲۵ 
7 


1۳۳۵ 


تبصره ۱- 5) درستی این رابطه را می‌توان به‌این ترتیب تحقیق 
کرد که: 


ِ( اگر داشته باشیم : 7 -- هس با که 4 حواهيم داشت : 


ه -- 40۷۲۵ وان مقداری است که صورت کسر را صفر می‌کند. 
۰ <ت 13 و 7 108 
ح 7 7 7 
۲ اءر داشته باشیم: سل و یا سل 0202 بینهایت 
) ا کر شیم: 17 ۳۵ يا 2 2)2وابینهایت 


است. که در اینصورت مخرج کسر مساوی صفر و رد هیا می‌شود. 


ازاینجاضمناً می‌توان تانژانتپای قوسهای 7 و ِ ومضربهای‌آنما 


رو پیدا کر ده سینوس و کسینوس این قوسبا را درآخرهای فصل دوم 
حسابت کر ده ۵ 

تبصره ۲ - سا برای اثبات رابطه (21-0)؛ از نتیجه‌های 
مربوط به سینوس و کسینوس استفاده کردیم. می‌توان این رابطه را 
مستقیماً وازت‌ریف ساده تانژانت‌هم بدست آورد» ولی البته‌محاسبة آن 
خیلی خوش آیند نیست. دراینجا يك نمونه‌ازاین‌روشهای‌مستفيم را ذکر 
فن کنیج: 

در شعل ۳۲ فرضص می کنیم : 


شکل ۲۲ 


۵ز تست تب 


9ا- (00ر0)رد ‌- (مرم0۸) 


(ووماوط 1ج را حاده گرفته‌ایم) 


0 ۳۹ 
وج - وا و مج- 92 


بناپراین : 


۸+۲4 ۳۱ 
7 07۲ سح - (240)و4 


چون تانژانت زاویه‌های مورد نظر معکست است» داریم : 


۳-1 ۲۲ 3 
0۸ 90۸08 


(زیرا مثلثهای ۳:0۸ متشابه‌اند). 


بالاخره 
(0 -21) ۳03۰ < (0 )۶2 < تن << (ر[۳۲ 
واز آنجا 
۳ 12 
(24+0)ونجواطاوا ‏ (41) ورن < 02 
و پا 


(ط 2-1) ها ونوور اوه 1 جوز سک (ها--2) وه 


تاقق ای کهان تج تج یوت یج یتست ۸ 


یعنی : 


۱۵-1-۷0 
و (0 -2) و4 


۵. تبدیل مجموع تانژانتها 


50۲ , 0 0 
190-۳1 00 0090 "90:0 


واز آنجا 
(9 --0) 9 


7 ۱۰ 


در حفیفت مجمو ع دو تانژانت‌به‌صورت صرب تبدیل‌نشد» باوجود 
این اغلب بمتراست که‌رابطة(*۱) را به کار ببريم زیرا نسبت (۹ 4۳۰ 
20913320۹0" 
قابل محاسبه لگاریتمی است. 


همچنین رابطه‌های شبیه رابطُ(»۱) را می‌توان بدست آورد: 


(و - و )اه 
(۳9 ت_ 1 
(0--0) 617 
0 877۰ << 9امه 0-۳ واه 
(0 - 0 11 08 
تین ریت 


83700 ۲ 6090 ۰. 0 


۶ تقسیم کمانهایی که با نقریب ج معین هستند 
مسالهُ مربوط به تقسیم کمانها» وقتی که تانژانت آنما معلوم‌است» 
چنین است: وه معلوم است» مطلوبست محاسبه ور , 
2 
اگر دررابطه‌های (۵)و "(۵)قر اردهیم : حس وه ۰ 2 3 ,8 


رابطه‌هایی ردست می‌آید که جواب‌مسالهرا خحو اهد داد. در حقیفت » به‌این 


ترتیب» مساله به‌حل يك‌معادلة جبری منچر می‌شود. 

ای انهوانبایاساله بافته مهم جو اب مسالهغواهد 
بود. بنابراین» مساله دارای 0 جواب متمایز است که همیشه‌و‌جود دارند 
راين مطلب‌را باهمان‌روشی که درموردکمانهای باتقریب ۲ به کار بردیم 
می‌توان ثابت کرد). به‌این ترتیب» همه ریشه‌های معادله‌های مربوط به 
تقسیم قوسبا؛ حقیقی هسمتند ؛ مثلا» معادله‌ای که س رابررحسب‌ - 2: 
می‌دهد» به‌وسیله رابطه(٩)‏ داده می‌شود رکه در آنجا و به < تبدیل شده 


است). اگر دس و باشد» این معادله به‌این صورت در می‌آید : 


۲ زر 


0 


و یا: » ت ]سل )۳ آیز9] ۳ مت یز 


6ترانت یاک کهان یتسه تست ۱۳۰ 
حالا» به‌بررسی این‌مطلب می‌پردازيم که معادله هميشه سه‌ریشة 
حفیقی دارد. برای‌اینکارقبل از همه معادله ر به‌صورت ساده (کانونيك) 


می‌نویسیم؛ یعنی اگرمجم‌ول جدید را د- 2 فرض‌کنيم؛ خواهیم 


داشت ۰ 


م2 (۳0۲- ۲0)۱ - ۱(2 )۳ و 
مبین این معادله چنین است: 
۱۰۸۱-۲-0۲ ۴0۲-۲۷۲ 


وهمانطور که می‌بینیم مبین هميشه منفی‌است وبخابراین معادله‌به‌ازای‌هر 


مقدار 0 دارای سه‌ریشه حقیقی است. 


شکل ۲۳ 


۰۰۰۰سب«بسسسسسسسسسسسآ 


حالت خاص مربوط به‌نصف قوسپا را بیشتر مورد بررسی قرار 


می‌دهیم . مساله مر بوط به‌این است که‌بادر دست‌داشتن و 8۵: می‌خواهیم 


<وه را بدستآوریم. 2 بانقریب م رادیان معین‌است‌وبنابراین 7 باتقریب 


7 رادیان معین خواهدبود. بنابراین‌به‌عنوان جواب تانژانتهای‌دو کمان 
۳۲ 


با احتلاف گرا بدست‌خواهیم آو ردو ا زآنجادوجو اب عکس ‌قرینهیکدیگر ند» 
۳ 


[زیرا جر( )وه ]. اگر جوابها را )و4 فرض‌کنیم» داریم: 


س 
وت عحد ",۲ 
همانطور که دید ه می‌شو دمساله همه دار ای دوجواب است(مکر 


وقتی که‌یکی ازجوابها مساوی وه شود که در اینصورت دیگری مساوی 


صفر شده وتنها جواب مستاله مجو اهد بو د) . 


به‌طریق محاسبه‌هم به‌سادگی‌می‌توان‌به‌نتیجه رسید؛ اگر اس وا 


باشد» درایتصورت خواهیم داشت: 


و از آنجا 
» ح< ۱ و 
0 
معادله‌دارای دوجواب است وحاصلضرب دوجواب هم‌مساوی ۱ ند 


است . اگر هم سح و باشد 17 -2) معادله به‌صورت هد ] (ه سوه در 


۳ 
می‌آید وجواب صفرء جواب منحصر به‌فرد آن می‌شود. 


روی شکل (۲۳ هم بلافا صله می‌توآن بدست آور دکه 
۲- -< ۸۲۷۸۲۷۱ 


ویا حت ,۱ 


معادله‌های‌مثلنانیی 


بسیاری ازمساله‌ها» منجر به معادله‌هایی‌می‌شوندکه مجپهول آنها 
در حالت کلی يك زاویه است» ولی این مجم‌ول به‌وسيلة يك یا چندخط 
مشلثاتی آن بیان شده است. چنین معادله‌ای را معادلهة مشلثاتی گویند.با 
این شرط که مجهول تنبا به‌شکل خطهای:شلثاتی آن داده شده‌باشد (ونه 
اينکه فی‌المئل شامل توانهائی از »و يا وه و غیره هم باشد) مثلا" 
معادله‌های 


۰( ۲۲۹۱۴۱۲ ۹90 605۲۱ ع< (605 


د ۱-0 اعد 89702 آووه 


22-۰ ۲و0 -1- ۱ و مت ۲) 


معادله‌های مثلثاتی هستند» درحالیکه معادله‌های 


بد ۴ 
۷/1 ۲( 94:07 دس 630۲ از 
(60520) روج ۳-۷ از رو عت زوا 
معادله‌های مثلثاتی دیستند. (0ا ویا رآ[ معروف لگاریتم هستنك : او لی 


دهدهی و دومی نپری). 
راه‌حل کلی برای‌معادله‌های مشثلثاتی وجود ندارد وتشپامغادله‌های 


معاد له‌های مثلفانیی ۸۰ 
محدود و بسیار ساده را می‌توال حل کرد. ما هم تنها بذ کر معادله‌هایی 
که اغلب مورد استفاده دارند اکتفا می‌کنيم. 

تیصره . - درحل‌معادله‌های مثلثاتی» اغلب کوشش‌می‌شود که آنبا 
را به‌معادله‌های چبری تبدیل‌کنند. با این روش یکی ازخطهای مثلثاتی 
را مجهول کمکی می‌گیرند وبنابراین» حل‌معادله‌بالاخره منجر به‌حل‌یکی 
از معادله‌های سادةٌ زیر می‌شود: 

0 رو ز طاع 9و ز 2۵ 092 

و به‌همین مناسبت است که ماهم درفصل‌معادله‌های مثلثئاتی» ازحل همین 
سه معادله آغاز می کنیم. 


۱ معادله‌های اصلی 

2 :۰60 این معادله ناشی ازمسالهة زیراست: کمانی را پیدا 
کنید که کسیننوس آن معلوم باشد. وما این مساله را در فصل دوم» به 
تفصیل‌حل کردیم. روی محور کسینوسهاء ازنقطهُ 0 پاره‌عط ۸) باطول 
جبری 3 جدا می کنیم» سپس از نقطة ۸ عمودی بر۸() اخراج می کنیم 
تا دایرة مثلثئاتی را در نقطه‌های ۷ و "1۷۲ قطع کند» ۱۷۲ و "۷ انتهای 
کمانبای جواب هستند. چ را یکی ازاین دو مقدار درنظر سی‌گیریم و 

شت. .اک 

مثلا" آنکه روبه‌روی زاویه 6۷ 0۸۰)) قرارگرفته است» و بنابراین 
مثبت و کوچکتر از 7 است. تمام کمانپای ‏ که جواب معادله‌اند چنین 


است: 


۲ ثلثات 


۳17 ك__ 
۲ 9-1 - << 


4 


کمان و «که به‌ازای » 16 بدست می‌آید) «کمان اصلینامیده 
می‌شود. گاهی مقدار را چنین می‌نویسند: ووم۸۲6 و (که آنرا 
چنین‌می‌خوانند: م برابراست‌با کمان ی که کسیئوس آن برابر و می‌باشد). 
6 را با حرف بزرگ ۸ می‌نویسندکه از سایر جوابها متمایز باشد و 
معلوم شودکه: >> 

مساله تنها به‌شرطی جواب داردکه ۱ >|ج] باشد؛ اگر ۱ <وباشد 
7 << واگر -- <ج باشد. خواهد شد: ۲1+۲۱(7) < 

۲) 7-0 . (کمانی را پیداکنید که سبنوس آن معلوم‌باشد). 

رو شکار شبیه بالاست: 9-9 را روی محور سینوسپا جدا 
می‌کنیم. اگر ۱ > احا| باشد» دونقطه آخو ]۳ متقارن نسبت به‌محور زه 
روی دايرة مثلثاتی بدست خواهیم آورد. 

اگرو زاویبین((020 باشد (5> 9 7-)+تمام‌جوابهای 


معادله از رابطه‌های زیر بدست می‌آیند: 


تن 
61-7 - 7 سب 


که در آن 9 «کمان اصلی» است. قرارداد :68-۸۲6 معرف اینست 
که کمانی است واقع بین * - و( که سیئوس آن برابر است با . 

۳ 06 -وو:. (کمانی را پیدا کنید که تانژانت آن معلوم است). 
روی محورتانژانتها قطعه 6 -<۸۳ را جدا می‌کنیم» مقدار 6 هرچه‌باشد 
نقطه‌اي برای ۳ پیدا خواهد شد وخط 8( دایرة مثلثئاتی را در دو نقطة 


معادله‌های مثلفانتی ۹ 
برام) قطع می کند. دونقطة مذ کوردونقَطه متقاطر ازدایرة مشثلثاتی‌است 
وانتبای همه کمانهای جواب معادله‌می‌باشند. اگر بل زاویة (۵0۳ ,<0) 
و واقع‌بین *- و" باشد تمام کمانهای بر جواب معادله‌بارابطة زیرمعین 
می‌شو ند : 
7( راد »ز 

که دراینجا هم بل + کمان اصلی» نامیده می‌شود. قرارداد »واع7 ۸ را 
هم تفا ا تفت که ب؛ کمانی است واقع بین دس وب که‌تانذانت آن 
برابر است با 

اکنون بااستفاده‌ازاین‌سه‌معادله بعضی ازمعادله‌های معمولهخلثاتی 


را که با تیدیلمای ساده‌ای حل می‌شو ند» مورد بررسی قرار میدیم . 


۲ معاد له‌هایی که به معادله‌های اصلی منحر مي‌شو ند 

۱ معادله‌های خطی نسبت به‌سینوس و کسینوس: 

روشن است که دومعادلة: 

0اه و و ۵ 1 وم۱۷]6 
بهساد گی‌به‌معادله‌هایاصلی(۱)و (۲) تبدیل می‌شوند» همچنین معادله‌های 
(۴) 0 2 (0 - )0647و < (10 -- ز) ومم ]۷[ 

زیرا کافی‌است که درمعادله‌های (۴) » 26 1-13 فرض کرده و دوطرف 
معادله را بر]1۷ (يا آ) تقسیم کنیم. 

همچنین معادله‌های(۴) را با بسطدادن آنها می‌توان به‌صورت‌زیر 


ی 
هم نوست: 
۱ ۳/۱ ۱ 
و - »رومم 28710 ۱[ -- 916 وم لا 
باتوجه به‌اینکه وم و بو وهمچنین وووا مقادیر ثابتی‌هستنددو 
معادله بالا را می‌توان به‌صورت زیرنوشت: 
(۴) 0 ردو سا زومن ۸ 
وقتیکه از معادلُ(۴) به‌معالر۴) رسیدیم» خواهیم توانست در 
جمت عکس‌هم از معا دلهٌ "(۴) به‌معادله(۴)برسیم . کافیاست که ]۷[وح را 
باشرطهای ۸ - جاومی ]۷و :]1۷ پیدا کنيم. 


جوایم‌ای این دستگاه چنین خواهد بود. 


۸۲-۲-۷۲ 1۷]۲ ولو 


و دراینصورت معادلهٌ "(۴) به‌صورت زیر درخواهد آمد: 


0 ( 10 )ون 


۵۲4-۲ 
واین معادله به‌شرطی دارای جوابت است که داشته باشیم : 


‌ 
> ال _ و یا 0 < ۱۳۱-۲[ ۸ 
۷۵۸۲۲ ۳ 
معادله (۴) را معادله خطی نسبت به و و »رومم (و با به‌طور 

ساده معادله خطی) گویند. 


نتیجه‌های قبلی را می‌توان عملا" به‌ترتیب زیرانجام داد؛ ابتدا 


فقاد ها فان یتست تسس سس بت یسب از 
تمام جمله‌ها را بر۸ تفسیم می کنیم : 
‌ ظّ 
(۵( ی 6 .7 سل و60 


0 ظِ قرار می‌دهیم ؛ معادله (۵) به‌ صورت : 


کی :۳۳ بزوب نامه ۸ 


۳۳۹ ۳ -- (ظ ۳ )0 


درمی‌آید ( که در آنجا طرف دوم‌معادله مقدار معلومی است) . بهعصو ص 
در حالتی که ۸ وآون) ضریبپای عددی هستند» این‌روش به‌سادگی و با 
کمكث حدول مقادیر خطپای مثلثاتی» به‌نتیجه می‌رسد. 

تعبیر هندسی - معادله به‌شکل : 

(۴) 6 :19:7 2-4 ومب ط 
۴ 
چت ‏ چب ۳ 
دوبردار عمود برهم 0۳ و۳0 باطولهای ۸و3 درنظرمی گیریم 


-(0:0) فرض _می‌کنيم» که در نتیجه "برس (۳۵0 ,6) 
می‌شو د. 
طرف اول‌معادلة (۴) عبارنست ازتصویر برداری 04-80 روی 
۶ فبنابراین» باتوجه به‌قضیهة تصویرها داریم: 
تصویر۵)) < تصوبر()۳ + تصویر6۳ 


یا (000 00 زو( زومی ظر 


۹۴ 


اما داریم 00-۸۲-۲ 
و 
طبر (08,00) -+(08 02۱) -(00 :0) 
, ۳ بت ۱ 
رکه در آن مس و راو است) وینابراین همان رابطه‌ای که در بالا 


پیدا کرده بودیم بدست می آید. 


شکل ۲۴ 


از نظرهندسی‌وقتی که تغییر می‌ کند نقطهُ ۵ دایره‌ای‌به‌مر کز) 
وبه‌شعا ع ۷۸۲4-9۲ رسم خواه دکرد.حل‌معادله"(۳۴)منجربه این می‌شود که 
روی‌شعا ع این‌دایره. نقطه‌ای‌به‌طول ت)پیدا کنیم و روشن است که‌اين امروقتی 
ممکن است که 0 مقداری کوچکتر ازشعاع ۸۲-97 باشد. 

برای جواب دونقطهٌ 0و"( که نسبت به )6 متقارن‌اند بدست 
می‌آید. با کمك "6 نقطه‌های ۳ و"۳ واز آنجامقادیر ‏ بدست‌می آید. 


معا له‌های متلفالی .س.. سس س___ -ع٩‏ 
تبصر ه. ند بااستفاده از تعبیر هندسی قبل می‌توآن‌روش‌عمومی‌برای 

يك‌دسته وسیع ازمعادله‌ها پیدا کرد. در حقیقت» تعمیم را از اینجهت 

چت.. بت ۱ 
می‌توان داد که دوبردار 0۳ و۳۵ راعمود برهم فرض نکنیم ویا بیش از 
سس نت چت ۳ 

دوبردار مثل :»۲,۳۲ و ... را در نظر بکیریم که زاو به‌های 

بین آنما مقداری ثابت باشد. به‌عصوص حالتی که بردارها يك‌خطشکسته 

منتظم تشکیل‌دهند جالب خواهد بود رفصل اول شمارة ۶ را ببینید). 
حالت خاص. - معادله (۴) حالتپای‌خاص جالبی دارد» اگره یا 

8 پا ن) برابر باصفر باشند» معادله بلافاصله به‌یکی از معادله‌های اصلی 


تبدیل می‌شود. اگ) 18 باشد» معادله به صورت زیر درمی‌آید: 


(70: -- 3۱)۱ ع رون ۸۵ 


ما وس )سم 


که از دومعادله اصلی جداگانه تشکیل شده است: 


وت بت 77 
نتلصد 1 (- )508 )۱ 
۸ 7 
8( -)0؛ (۲ 


وبه‌همین ترتیب درحالتمای )- - 9 یا ل) . مثلا" درحالت اخیر 


داریم : 
06 سس << (۱-- (و0ع) ۵ 


۷۰۹ 


46 , 
و ۵ ۲2 ۲۸۰۰۲ 


۹۶ 


وجوابها چنین‌اند: 


۲( 1 


را‌حل دیگری هم برای معادلهُ خطی "(۴) وجود دارد که بر طبق 
آن به‌يك معادلة معمولی درجة دوم می‌رسیم. کافی است که )وه 
۲ 
قرار دهیم» تامعادلة (۴) به‌صورت زیر درآید: 
00۱41 ۷-۲9( - )۸۵ 
و یا: » -- ۸ - ]۲۷۲۵ - ۲( -د۸) 
واین‌معادله به‌شرطی دارای‌دوجواب‌حقیقی متمایز است که داشته‌باشیم : 
1٩۲ -- )/-1-۸()6:- ۸۸( <‏ 
و یا: » < آل) ۵۲-9۲ 
واین همان شرطی استکه قبلاهم پیداکردیم. اگر این‌شرط پرقرارباشد» 


معادلهُ (۴) به‌دومعادلة اصلی زیر تبدیل می‌شود: 


"اوه و 19-۷ 
۸ 1 


که‌بدست می‌آید» قابل محاسته لکاریتمی نیستنك. این راه برای مواردی 


مفید است که ۸ وون پارامتری باشند واحتیاح به‌بنوث درمعادله‌داشته 


باشیم . 


معا له‌های‌مثفالی سس( 


مثلا معادلهٌ زیر را در نظربگیرید: 
)۵( ۲ ۲ ۳۸0۲ سا وزووه 
می‌دانیم که 7 -< ۱۳ و ۲۷| ۳ است. بنابراین معادلذ(۵) 
به‌صورت زير درمی آید: 


۳ ۳ ۳ ۱ 7 
008 << ۲ ۷ /د -. ححد (_-_ مس و 
۷ 7 ِ 4 


و از آنجا: ۳17 بلس 
دراین مثال ۱/۲ ۹ دقیقاً ببرابر کسینوس يك کمان شناخته 
شده بود. این معا دله را از راه‌حل دوم هم می‌توان دسه‌نشیجه رساندء اگر 
6 وه باشد معادلد(۵) چنین می‌شود: 
۳ 


ایتدا مبین معادله را حسابت می‌ کنیم : 
۲۷۲-۲ (۱-- ۰-۱۲ ۷) - ۳ حد ۸۵۵ 
و بنابراین جوابها چنین‌اند: 


۲ و 
با أ1۰ 
۸ ۱/۱ 9 


و وخ که ای کم یت امنالاتن 
واین عددها با توجه به‌جوابپای معادله که از راه اول بدست آوردیم 
هس , ۱/7۲ ۱ 1 ی 

تاناانتیای دو کمان 1 و . هستند. 

نژانتهای ّ 5 ۴۳۸ ۸ 

يك معادلة عددی درجه دوم را منجر به‌حل يك معادله خطی‌مثلثاتی کرد 
که در آنجا رابطه‌هایی قابل محاسبه با لگاریتم بدست می‌آید. 

معادله در جه دوم زیر را درنظر بکر ید : 


(ع) )0 16 


اگر وه حور فرض کنیم» خواهیم داشت 


0 دا وو - سووی > رل و رز 


واگر به کمان دو برابر تبدی لکنیم 
> (0090 06۱ :0510 --0ومن - ۱ 
و یا پس از منظم کردن 
۰ 2 ۱ 04 09001 ,۱(۰09۵ -0) 


اکنون اگر بو - قح فر ضکنیم» معادله چنین می‌شود: 


0:0 ح‌ < () --:0) و60 


اک کمان 0۵ وافع بین صفر و ۰7 چنان باشد که داشته باشیم : 


0 0:۲ ۱ حِ 


معاق له های قفا ی .سس س ٩4‏ 
خواهیم داشت 


(با شرط ۱ > 


وس ( 1-0-1-7 بت و --0 


و از آنجا دو ریشه معادله(ع) چنین می‌شود: 


۱-9-0 0 ۱ 
۳ 
ون ۷ ور 
۳ ۳۲ 
شرط ۱ > و ِ را می‌توان چنین نوشت: 


4و یا ۳( < ۳۳ 


۲ 
2 ۳ ۱ ۲ < )0-۳۱( 


که یا شر.ط 02۱ ب‌صورت ه < ۲-۴0 در می آید. واین همان‌شر ط 
حقیقی بودن ریشه‌ها برای معادلة(ع۶) است. 
ار 02۱ باشد» معادلء (۶) يك معادلهٌ معکوسه خواهد شد 
(حاصلضرب دو ریشه‌اش مساوی واحد سی‌شود) و می‌توان نوشت 
ی بت 51710 ۰ واین معاد له وقتی جواب دارد که داشته باشیم : 
< ۲-۴ یا ۱> سل 
اقا 
واین‌همان شرط قبلی است که به‌ازای << 0 بداست آمده است وینابراین 


شرط وجود جوابهپای حقیقی همان » <0ع-0۲ است. 


ثِ_ِ شه خی سامتلا 


۲ ممادله »1 0 وم )۷ 
اکر در این معادله 0-6 فرض کنیم» روشن می‌شود که همان 
معادله اصلی (۱) است. اگر .> 1۳ باشد» می‌تو آن 6099 حت 1 گرفت ۴ 
از آنجا خواهیم داشت : 
7 ۲-۲ 1 < ۶ 


: ۲ 
و در نتیجه: رت )2 


ولی این معادله هميشه به‌صورتی که ذک رکردیم داده نمی‌شود واغلب به 
شکلی است که شناختن آن دشوار است. مثلا فرض کنید که در معادلهٌ 
۳-1 ومع به‌جای ۳ومم مقدار آنرابرحسب یعنی ۳۵09 -- ۲ ۴605۲ 
قراردهیم وسپس تغییرمجهولی به‌شکل 1-2-1-1 بدهیم» دراینصورت 
معادله‌ای به‌شکل زیر بدست خواهد آمد: 


)۸( 83706 ]۲ )رومون) سل ۲936 ومن ([ 1 آومی شر 


که در آن مقادیر ۸۵ و 8 و ) و (] تابعپایی از و هستند. 

روشن است که‌به‌ندرت می‌توان‌تشخیص دا دکه شکل‌مخفی‌معا دلهبالا 
همان 1 (26-1-10) ۳ووه می‌باشد. از طرف دیگر روشن است که چنین 
معادله‌ای‌هم راه‌حل کلی‌ندار دو تنها درموار دمعدودی که‌قا بل‌ساده کردن‌باشد 
می‌توان آنرابه‌نتیجه‌رسانید. یکی ازمواردی که معادله قابل حل‌می‌شود» 


وفتی است که و1 باشد» زیرا در ایتصورت معادله نسیت به 310 و 


و متقارن می‌شود. 


معاد له های مثلثاتی_س ۱۰ 


معادله‌هایی که به‌ صورت 
)4۹( » د (۵091 د 2)8970 

باشند (علامت ۶ به‌معنای آنست که چندجمله‌ای نسبت به (ه و زوم 
متقارن است)» هميشه با تغییر مجمول ره به صورت ساده‌تری 
تبدیل می‌شوند. درجبر می‌دانیم» تمام جند جمله‌ایبایی که نت به دو 
مقدار و۸ متقارن باشند برحسب س 2 ناویل ,2۸ ۷ فابل ببان‌اند. 
یعنی دراینجا عبارتی که نسبت به #وو‌رومی متقارن باشد می‌تواند بر 
سب (1 )همه ۲ | سرومه ۱ 

۰ ۱ 7 

وت ۰ * ت بان شو د. 

) 7) ۰-008۲ < بیان شو 

ااکنونا گر 6 و قرار دهیم : و 
سر آوون ۲6 ومم2سد ۷ خواهد شد. و به‌این ترتیب چند جمله‌ای 
(81700 ۰ به صورت يك چندجمله ای از 6( درمی آید و معادله(٩)‏ به 
معادله‌ای‌به‌صورت 0 << (0)6092 تبدیل می‌شود.اگر 2 بت + ووع بگیریم به 
معادلجبریه (2) می رسیم و بنابراين يك مسالجبری‌خواهيم‌داشت. چه 
این معادلجبری قابل حل‌باشد ویاقابل‌حل نباشد» مساله ازدیدگاه مثلثات 
به‌پایان رسیده است. 

حالت‌ساده‌ایازاین‌نو ع مغادله‌هارا موردیحث قرارمی‌دهیم (معادلةُ 


خطی نسبت به او۷) : 


۱۰ مثلنات 


۱۰( » )دومن :۵1 12 سا ( زوم 1 زجع) ۸ 


با توجه به‌تغییر مجهولهای قبلی خواهیم داشت: 
: ‌ ۱ 
0 2۲-4-۸۲2۷ 


واین معادله به‌شرطی دارای جواب است که اولا » < ۲80 - ۸۲4-۲ 
وانیاً جوابپای معادله مقادیر واقع بین ۱- و ۱ باشند. 

این راه حل را می‌توان تعبیرهندسی کرد: دايرة مثلثاتی رادرنظر 
می‌گیریم» 02 رامحور کسینوسپاو بو را محورسینوسبا فرض‌میکنیم . 
اگر 6092۸ و | < ]9:0 فسرض کنیم» معادل(»۱) به‌صورت زیر در 
مي‌آید : 


(۱۰) ۰ ) -ب((19 سا (ی-۸41) خر 
از طرف دیگر روشن است که باید داشته باشیم : ۸۲٩-۲‏ (مجمو ع 
مربعپای سینوس و کسینوس برابر واخد است). به‌این ترتیب حل‌مساله» 
به‌پیدا کردن نقطه‌های برخورد دومنحنی زیر منجر می‌شود: 
0+ 
4 7 ۳۲ 
2 ۱ --۸۱۲ 


معادلة اول يك تابع هموگرافيك است وبنابر این نمایش تغییرات 
آن يك هذلولی متساوی‌الساقین است که مجانبهایی موازی 0۸ و 0۲ 


دارد ونیمساز زاویه م۸۵ محور تقارنآنست. معادلة دوم هم‌معادلهٌ‌دايرة 


معان له‌های مثلثانیی_____ِ۱ 
مثلثاتی است. این دومنحنی یکدیگر را حداکثر در۴ نقطه قطع‌م یکنند» 
که تصویرهای‌آنها روی محور تقارن تنپا دونمّطه است وبنابراین به‌يك 
معادلهةٌ درجه دوم منجر می‌شود. 


جواپپا وقتی وجودداردکه دایره وهذلولی یکدیگر را قطع کنند» 
با بحث عادی معادله درجه دوم حالتپای مختلف زیادی بدست می‌آید 


که ما بیش از این به آنها نمی‌پر دازيم. 


شکل ۲۵ 
یکی ازحالتپای خحاصی که هميشه قابل حل‌است معادلهة به صورت 


(0-() جومی درحالت ۲ -9 می‌باشد که به‌صورت زیر درمی‌آید: 
(۱۱) (ح :و6 سا بزومی 210 3 سا زا ومی بش 


که با استفاده از رابطه‌های تبدیل ۵۲ و ومع به :۲ومع 


(۲ 600 - ۸و و (۲1 وم 2۱-۱ سور ور 


وف 


به‌صورت زیر در می‌آید: 
ه - ([۲ )۷-1-6 ۷-1-5870 وم () - ۸) 
که همان معادل (۴) است. 
تبصره ب چول ۲و0 و 3۰۲۷و نسبت به 101 عبارتبای گویابی 


هستیلد » بثر است معادلهُ(۱ ِ( ۳ باتفسیم دوطرف آن بر 9۲و60 به‌صورت 


زیر بنویسیم: 
(1-۸0۲ )12 ارو سرا وین 


که معادله درجه دومی نسبت به 101 است و به خحصوص در مواردی که 


۰۰۸ ور[ ضرییمای پارامتری باشند» کار را برای بحتث ساده‌می کند. 


۴ معاد له‌های غیر مشخص 


بررسی عمومی . - وقتی که معادله‌ای به‌هميچيك از حالتعپای پیش 
تبدیل نشود «ویا بلافاصله و به‌سپولت به‌آنبا تبدیل نشود) نمی‌توان‌راه 
حلپای منجزی برای آنما ذکر کرد. معپذا اگر معادله به صورت زیر 


باشد: 


۵ ت ( ۰ ,88۱۰ بر 92 راومه بت9وهه ۱6 
)۳ يكث چنّكل جمله‌ای است)» اگر ضصریبپای ۵ ور « + کسری 


باستد» می‌توان آنها را به‌يك محر ج تبدیل کرد ومعادله را به‌صورت زیر 


درآورد؛: 


معادله‌های مثلاتی .سس ۱ 2 


و نو د.. .۱ بدلهمه: همه , هه و گجه ]۳ 


0 سل ,.. ر ۳ وه 
10 


2 هم ی جح . ام 
واکنون اکر اج وا فرض کنیم؛ تمام‌جمله‌ها نسبت به ) گویاخواهند 
بود ومی‌توان معادله‌را به‌صورت ۰ <-())م تبدیل کرد که يك معادله 
جبری است. 

این روش ازلحاظ نظری راه حل اساسی وعمومی است» زیراامکان 
حل اینگونه معادله‌ها را بدست می‌دهد معپذا ازنظرعمل تنها يك‌راه‌حل 
اضطراری به‌شمار می‌رود» عملپا» اغلب مفصل وملال‌انگیز است ودرجه 
معادله به علت تغییر مجپول اسب و دو برابرمی‌شودروما این مطلب 


را درمورد معادلة (۴) دیدیم که پس ازتغییر مجپول به‌يك معادلة درجه 
دوم تبدیل شد.) بنابراین قبل از اينکه به‌این ررش متوسل شویم باید 
تمام راه حلهای ممکنة دیگررا مورد آزمایش قراردهیم وسپس اگر راهی 
بدست نیامد از تغییر مجپول ] استفاده کنیم. 

مثلا"ً می‌توان تحقیق کرد که آیا چند جمله‌ای نمی‌تواند نسبت به 
یکی ازمجپهولمای 0::»ومم ویا <و؛ به‌صورت عبارتی گویا بیان شود. 
اگر بك چند جمله‌ای» با تغییر » به 1 نغییر نکند و باتبدیل 
به - نغییرعلامت بدهد به‌معنای آنست که می‌توان چند جمله‌ای را 
به‌صورت گویا برحسب ]وه نوشت. 

ا کر چند جمله‌ای ۲ با تغییر علامت 1 تغییرعلامت بدهد» ولی با 
تبدیل » به --7۲ تغییر نکند» می‌تواند به‌صورت چند جملهای گویائی 


از و س )زو نوشته شود, 


۱۰۶ مثلثات 


و بالاخره اگر ‏ با تغییر علامت ‏ تغییر نکند ولی با تبدیل 
۲ به عر- 7 تغییر علامت بدهد» قابل بیان به وسیلة يك چندجمله‌ای بر 
سب 0 سد )زومن می‌باشد . همچنین بسیاری از حالتهای خحاص معادله‌هارا 
می‌توان با بعضصی حیله‌های محاسبه‌ای حل کرد. و به‌طور کلی وقتی که 
معادله باید به‌ازای مقادیری برابر صفر شود به‌معنای آنست که احتمال 


تبدیل آن به‌صورت ضصربت عاملسا و جود دارد. 


۴ دستگاه معاد ه‌ها 

حالا نوبت آنست به‌دستگاه چند معادلةٌ چند مجمولی بپردازيم. 
ما تنها به‌حالت دومعادلة دومجپولی می‌پردازيم رکه مثلا" درحل‌مثلث 
فوق‌العاده مهم است) وبه‌خصوص دستگاههای دومجپولی که مجم‌ولهای 
آنها با تقریب يك علامت نسبت به‌هم متقارن باشند. 

در اینصورت هميشه کوشش می‌کنیم که حل دستگاه مثلثاتی را 


به‌حل دستگاه ساده جبری زیر منج رکنیم : 


روش کار را ضمن چند تمرین مشخص می کنیم: 


بیس )۱( 


9 507۷ سل »860 


معادله دوم را می‌توان چئین نوشت : 


معادله‌هایثثاتی_س______-1۷ 


و واه ح م و عم 005 


اگر 9 یکی از زاویه‌هایی باشدکه کسینوس آن برابر سگ باشدخواهیم 


۱۹۹ 
داشت: 
09 ۷67( - وم 2 
۳۳ ۱ 
(1 715 
و از آنجا: 
04 +۱17 از 
با شرط ۱ > 5 
--6870 ۲ 
۱ 1-۱۲42 


۲) همچنین دستگاه زیر را هم که مورد نیاز است (فصل۸ شماره 
۱) ذکر می کنیم: 


210 از 
۷. .۰ 8172 
0 522 


۱۰۸ مثلثات 


معادله دوم را چنین می‌نویسیم: 


۷ م 58 3070-1-9۷ 
0 5۵ 6۱02-1-90 


ویا: 
ند که ی ۳ -- 8170 ۲ 
سیر 9 ی 2 ملتم 
یا: 
0ج فاد وا 7 
: 01 ۱9 یت ِِِِ! 
یا: 
9 ات ون 
و از آنجا: 


9-1-7 جح ۷ از 
و در حالت خحاصی که ۷9 زاوبه‌های يت مثلث باشند» جوایهای دستگاه 


مفروض 1-2 و وا ۷ می‌شود. 


۱ 


روابط بین زاویه‌ها وضلعهای مثلت 
(حالتهای کلاسيك حل مثلث) 


درمثلث۶ جزء وجوددارد. سه‌زاویه وسه‌ضلم. در هندسة‌مقدماتی 
دیده‌ایم که سه‌جزء از این شش جزء (به‌شرطی که هر سه. زاویه نباشند) 
می‌توانند مثلث را کاملا مشخص کنند. تنمها يك حالت وجود داردکه با 
سه جزء مفروض دو مثلث بدست می‌آید (و به‌همین علت» آنرا حالت 
«مشکول می‌نامند) . 

باداشتن سه زاویه. نمی‌توان مثلث را معین کرد. در حمیقت اگر 
سه‌زاویه ویآون آزادانه اختیارشوند» هیچ مثلثی‌جواب مساله‌نخواهد 
بود» زیرا مجموع زاویه‌های هر مثلث. برابر با دو قائمه است (نتیجة 
مستقیم اصل موضوع اقلیدس) و اگر سه‌زاویه چنان داده شده باشد که 
مجمو عآنهابر ای‌دو قائمه‌شود. بازهم مشلث‌از لحاظ | نداز#ضلعهای آن‌معین 
نمی‌شود (تنبا شکل آنمشخص می‌شود) زیرا در اینحالت مثل‌اینست که 
تشها دو زاویه مثلث را داده باشند (که در اینصورت زاویة سوم خود 
به‌خود بدست‌میآید) وبرای اينکه مسالة‌ممکن باشد جزء دیگری ازمشلث 
هم لازم است. 

این نمونهة ساده‌ای ازاین مط‌بودکه سه فرض غیرمستقل معادل 
با دو فرض است. درحالت عمومی برای اينکه يك مساله با چند فرض 
قابل حل باشد. قبلا باید اطمینان حاصل کردکه فرضمهای مساله مستقل 
ازیکدیگر باشند» یعنی‌هیچ‌رابطه‌ای‌بین آنها وجود نداشته باشد. رشناخت 


روابط بین زاویه‌ها وضلعهای مثلكٌ ۱۱ 


استقلال فرضبپا یکی از مساله‌های دشوار ریاضیات است). 

بنابراین وقتی که صحبت از«سه‌جزء» با «چپار جزع» در مثلث 
می کنیم» خود به‌عودمتضمن‌اینمطلب است که حدا کثر دو زاویه‌می‌تواند 
بین این اجزاء وجود داشته باشد. 

به‌این ترتیب اگر سه‌جزء مثلث داده شده باشد «که لااقل یکی‌از 
آنها ضلع خواهد بود). مثلث ازنظر هندسی قابل رسم است و بنابراین 
سایر اجزاء مثلث هسم قابل محاسبه هستند. از اینجا لزوم رابطه‌هایی 
بین ضلعها و زاویه‌های مثلث‌احساس می‌شود که به‌یاری آنبا بتوان‌این 


محاسبه را انجام داد. 


حستحوی رابطه‌های بین ضلعها و زاویه‌های مثلتث 


بین سه‌جزءازيك مثلث هیچ رابطه‌ای‌وجود ندارد زیرا اگررابطه‌ای 
مثل » -- (۸,9,0)] وجود داشته باشد» در اینصورت می‌توان‌بااستفاده 
از این تابع یکی از سه‌جزء را برحسب دوتای دیگر بدست آورد واین به 
معنای آنست که باید بتوان تنپا با دوجزع» مشلث را ساخت؛ درحالیکه 
در هندسه دیده‌ايم که چنین چیزی ممکن نیست. 

برعکس بین چپار جزء مثلث مسلماً رابطه‌ای وجود دارد ولی 
بین ۴ جزء هم هرگز دو رابطه وجود نخواهد داشت» زیرا اگر مثلا" 


داشته باشیم : 


ه -- (2«0:0,۸)] 
» < (2)8:0:6:۸ |[ 


ی ۹ +59۵" 


می‌توان مثلا ۸ را از اولی استخراج کرد و در دوسی قرارداد و 
در اینصورت رابطه‌ای بین سه‌جزء مثلث بدست می‌آید که دیدیم غیر 
ممکن است. بنابراین» باید تنها به جستجوی رابطه‌هایی از نوع 
» <(0:0:۸:ع)] برویم که از وجودآنها مطمثن هستیم «تنها يك‌رابطه 
بين هرچبار جزء مشخص مثلث وجود دارد.) 

گفت که لااقل دو رابطه زیرا اگسر بین پنج جزء مشثلث تنها يك رابطه 
وجود داشته باشد به‌معنای اینست که با انتخاب چپار جزء دلخواه برای 


بین پنج‌جزء يك مثلث چند رابطه‌وجود دارد؟ با اطمینان‌می‌توان 


مثلث. باید بتوان آنرا رسم کرد در حالیکه هندسه به‌ما آموخته است 
که چنین چیزی ممکن نیست. بنابراین بین پنج جزء هرمثلث لااقل دو 
رابطه وجود دارد» ولی‌وقتی که دو رابطه بین اجزاثی وجود داشته‌باشد» 
مسلماً تعداد رابطه‌های بین آنهابینهایت خواهد شد: مثلا فرض‌کنید بین 
۵ جزع دو رابطةه ه ۲2:۵۵ و هد (: 0۸۵ 2:09)ع وجود 
داشته باشدء در اینصورت اگر بین این دو رابطه يك ترکیب خطی‌ایجاد 
کنیم » ۸11-6 را بدست خواهیم آورد که رابطة جدیدی بین ۵ جزء 
خواهد بود ((وم ضریبهای‌غیر مشخصی هستند که می‌توانند شاملاجزاء 
پنجگانه هم باشند). به این ترتیب» بین ۵ جزء مثلث می‌توان بینهایت 
رابطه بدست آوردوبه‌همین مناسبت ما واردیحث دراین مساله که‌متضمن 
هیچ مفبوم دقیقی نیست؛ نمی‌شویم. 

با نوجه به آنچه گفته شد نتیجه می گیریم که باید تنبا رابطه‌هایی 
را که بین چپار جزء مثلث وجود دارد» جستجو کنیم. به‌این ترتیب 
برای حالتهای مختلفی که در هندسه می‌توان مثلث را بدست آورده 


روابط بین زاویه‌ها وضلعهای مثلت ۱۱۴ 
حالتپای مختلف «تساوی» پیداخواهیم کرد وبرای زاویه‌ها» چه‌زمانی که 
معلوم باشند وچه‌زمانی که‌مجپول‌اند» آنپارا به‌وسیلة خطوط مشاشاتیشان 
نمان خواهیم داد. 

حالت تساوی .- يك‌ضلم «مثلا و ) و دوزاوية مجاور به‌آن 
(طون)) مفروضص است. شر ط اول مفر وضات ایئست که > )1 باشد 
و در اینصورت زاویة سوم بلافاصله از رابطة ن)- 7-1 
بدست می‌آید. 

چنین مثلثی را چگونه می‌سازیم: رس مجهول ۸ نقطة برخورد 
دو حط 0 ۵و 0۸۵ است که امتداد آنما برای ما معلوم است ؛ ۸ روی 
قراردارد و فاصله‌اش از 9 ارتفاعی که ازرآس ۸ می‌گذرد)برابر 
است با: ».۱-6 ؛ همچنین از آنجاکه ۸ روی 0۸ هم هست» 
می‌توان نتیجه گرفت : 9:06 .1 و بنابراین داریم: 

نو ط 

اکُرزاوية 8 یا ن) منفرجه هم‌باشند بازهمین نتیجه بدست‌می‌آید. 

این رابطه را می‌توان به‌صورت زیرهم نوشت: 
۲۳۹ 
٩:0‏ 

واين رابطه‌ای بین ۴ جزء مثلث است وبنابراین ازهماب رابطه‌هایی است 
که ما درجستجوی آن بودیم. روشن است که به‌همین ترتیب می‌توان 


دو رابطة مشابه دیگر را نیز بدست‌آورد: 


9 2 2 بت 


وت ی با و هی تمد سس 


۵ هه 


۴ سس سس مثلئات 


این رابطه‌ها همراه با رابطة 1-4-7 ۸ رابطه‌های گروه 


اول نامیده می‌شوند: 


6 9 ۹ 
(رابطه‌های سینوسها) ۵ 5 ۵ ٩‏ (1) 
)۸1-۱4 


با كمك رابطه‌های ([) می‌توان با در دست داشتن سه‌جزء مثلث. سه‌جزء 
دیگر را بدستآورد. این رابطه‌ها در حقیقت تعبیر مشلثاتی حالت اول 
تساوی مثلثها می‌باشد. 
متقابلا""می‌توان ثابت کر دکه وقتی مقادیر مثبت ۰6/0/2 9,۸[و) 
در رابطه‌های (1) صدق کنند» اجزاء يك مثلث هستند. 
درواقع‌می‌توان بازاویه‌های ۸و9ون) ومثلاضلع 2 مثلثی‌ساخت. 
در اینصورت از رابطه‌های 
ی یی 
0 ۹ 


نتیجه می‌شودکه الزاماً باید داشته باشیم: 


عحم و ها ها 


تیصره ۰ 8 به‌ساد گی می‌توان ثابت کردکه مقدار مشترك م 


897 
در مثلاث ۸۳6 دارایمشهوم‌ساده‌ای است. اکّر روی دایرة محیطی‌مثلث 
0 زاویة رأس ۸ را جا به‌جا کنیم» طوری که ضلع 130 ثابت‌باشد» 
مقدارزاویة ۸ تغییرنمی کند» ۸ را به‌وضع ,۸۵ در می‌آوریم به‌طوریکه 


روابط بین زاویه‌ها وضلععهای مثلك _____خ۱۱ 


زاویه 0-5 قائمه شود رشکل ۶(« در ایثصورت خواهیم داشت* 


۳ مقدار مخ 2۱ ۳ پا برابر با قطر دایره محیعطلی مثلث‌است. 
۵) ضمن‌اثبات این رابطه‌هاء ضمناًارتفاع ط که از رأس ۸عبور 


کر ده نیز محاسبه شلد 


۳( 
۸ 
۱ 
۱ 
<< 
۱ ۳ ۱ 
۱ کر ا 
۱ ۷ ۶ 
ل ۱" 
۱ "م, 
[ ۱ ‌ 
۱ / # 
۱ : 0 * 
۳ ۹ 
: ل رن 
۱ : ور 
9 5 8 
شکل ۲۶ 


و به‌این ترتیب مساحت مثلث هم‌چنین می‌شود: 
ات هد رد-5 


روشن است که مقدار مساحت را به‌صورت 9 و یا ت 
۴۳ 


۱۶ 


می‌توان نوشت. 
حالتث دوم تساوی , س دوضلع او و زاويبة بین آنبا بعنی ۸ 
داده شده و می‌خواهيم ضلع سوم را حساب کنیم» بسردار ۸۵6 راروی 
هحوری که از ۸3 عبور کرده‌وجمت آن‌از ۸ به 8 است‌تصویرم یکنیم 
اگر ۲1 پای ارتفاع وارد از رأس 6 بر۸3 باشد داریم: 
۸ ]۳ و 0.9۵ -6) - ]۲1 
0009۸۲1-0۲۱۲ -6) < 11۲4-011۲ < 0۲ ۵۲ 
6۲-۸ 9۲1ات 


۱ 
۳ 
ی 
۳ 
۳ 
۱ 
2 
2 
۳ 
۳ 
2 
2 
۳ 
‌ 
۳ 
۳ 
۳۰ 
‌ 
9 


شعل ۲۷ 
به‌اين تر تیب‌دستة دوم رابطه‌هابین چپار جزء مثلث | تمام‌رابطه‌ها 
به صورت ه (۲)۵:۵:6:۸ [ بدست می‌آید. 
1-0۲ 9۲ا د 2۲ 


۷۵0 - 0۲-1-۵۲ 9۲ 4 (11) 
00 2۲-4-0۲ ا6 


روابط پین زاویه‌ها. 9صلعهای میالب س.----.. سس ۱٩۷‏ 
متقابلاا گر ۶مقدار مشبت۰6»»2 ۲9۰۸و )(باشر طج > 0)و3[و ۸) در 
رابطه‌های ([) صدق کنند می‌توانند اجزاء يك مثلث باشند. در حقیقت 
از رابطه‌های بالا به‌سادگی بدست می‌آید: 
91-0116 > 2۲ 
و از آنجا: 
210 > و > هو 04-6 5 
بنایراین» با سه‌طول ووواوه می‌توان يك مشلث ساخت. درهندسه‌دیده‌ايم 
واز اینجا به‌سادگی روشن است کهسه نامساوی فوق می‌توانندبه‌صورت 
دو نامماوی زیر وشته شوند: 
> 5۵> 0 - وا 
(ویا نامساویپای شبیه آن که از تبدیل دوری این دو نامساوی بدست 
می‌آیند) . 
این دو نامساوی را از رابطه‌های دسته ([1) هم می‌توا بدست 
آورده زیرا به‌ساد گی‌می‌توان نوشت : 
22۲1-0۲-6 2۳ 
حالا مثلثی با ضلعهای ووداوه می‌سازيم» مقادیر ۵ومه»2ونهو نومه 
که در این مثلث بدست می‌آیند» با مقادیر (او0»جآوموون وه که از 
رابطه‌های ([1]) نثیجه مسی‌شوند» متحد خواهند بود و چون داریم: 
7 > )و3 و۸ > » » بنابراین خواهیم داشت: 


"0 عصن) و 2-9 و ۸۵۳ -- ۸ 


۸ ۱۱ سسسس سس سس ________ مات 

حالت سوم‌تساوی ات سه‌ضلع مثلث‌مفروض است. درایتصورت 
سه‌زاویه ازهمان رابطه‌های ([) بدست می‌آیند. و به‌این ترتیب با کمك 
حالت سوم؛ رابطه‌های جدیدی بدست نمی‌آید. 

حالت چپارم تساوی .-- دوضلع و زاویه‌ای‌که بین آنهانیست» 
مفروض است: مثلا ضلعهای وووا و زاویةٌ ۸. درهندسه دیده‌ایم که در 
این حالت دو مثلث بدست خواهد آمد و بنابراین» نمی‌توان رابطة 
بین آنها را به‌و سیلة يك تساوی مشخص کرد. بعنی این حالت» حالت 
مبهمی است. برای ساختن مثلث در اینحالت» ۸۲ و زاویه ۸ را رسم 
می کنیم؛ دو مثلث ,)و90 خر جوابهای مساله‌اند (شکل ۲۸). 


2 0 


از رابطه‌های دستة (1) داریم: چم دس 
1190 من 


وبنابراین مقدار 


6 بدست می آید(به‌شرطی که ۱ > ۸و باشد) که از آنجا دوجواب 
24 


مکمل هم بر ایز اوه معین می‌شود. ازاین حالت هم رابطه‌های‌جدیدی 
درمثلث بدست‌نمی‌آید. 

به‌اين تر تیب به وسیلهُ(]) رابطه‌هایی به‌صورت ه - (,1)2:0:۸و 
به‌وسپلة (]1) رابظطه‌هایی به‌صورت ه - (۸و‌ووآوع)] بدست آوردیم» 
حالا رابطه‌هایی را جستجو می‌کنیم که به‌صورت ۰ - (2:0:۸:0) ؟ 
باشند (یعنی رابطه‌های بین دوضلع و دو زاویه به‌شرطی که هر دوزاویه 
همنام دوضلم نباشند). 


وتاب و رباص تست سس دس 3 
۰۸و )و ره 


نوشت که همان رابطة مورد جستچو است. 


روابط بین زوایه‌ها وضلعهای مثلث سب ۱۱ 


به‌این ترتیب» مساله به‌طور کامل حل شد. 


۲ همارز بودن ده دستگاه 

همانطو رکه دیدیم هر دودستگاه رابطه‌ها» می‌توانند عنصرهای‌يك 
مثلث را مشخص کنندء اگر ۶ مقدار دریکی از دو دستگاه صدق‌کنند در 
دستگاه دیگر هم صدق خواهند کرد. مثلا اگر ۸»6/0/2»ون) در ([) 
صدق کنند» يك مثلت را مشخص خواهند کرد که این ۶ مقدار اجزاء 
آن هستند ودر چنین مثلثی رابطه‌های ([) هم صادق خواهد بود. 

این مطلب به‌معنای آنست که اگر به كمك هريك از دو دستگاه 
رابطه‌های () و ([]). اجزاء مثلث را به‌صورت تابعهایی ازسه‌جزء مثلث 
بدست آوریم (به‌شرطی که‌این‌سه جزء زاویه نباشند)» بین 9۰۸»6/0»2و) 
اتحادها ونامساویم‌ای معادلی بدست می‌آید. معادل بودن این‌دودستگاه 
باید این امکان را به‌وجود آوردکه بتوان رابطه‌های ([) را ازرابطه‌های 
([1) نتیجه گرفت و برعکس. 


(]) نتیجة (]1) .- رابطه‌های زیر را درنظر می‌گیریم: 


۱۰ مسبت سس سس مثلثات 


2۲ 2 9۲1-0 (۱) 
9۲ << 0۲11-۲-0۳ (۲) 


و کوشش می کنیم رابطه‌ای به‌صورت ه - ((2:0:۸۱) ] از آنا استخراج 
کنیم» که در اینصورت باید الزاماً رابطةٌ 5 بات ات 


۳ 90۸ 
برای این‌منظوربین رابطه‌های(۱)و(۲) مقدار ه را حذف‌می کنیم. 
حل این دو معادلة درجه‌دوم حذف را ممکن می‌سازد ولی می‌توان به 
طریق خیلی ساده‌تر و بدون حل آنها نتیجه را بدست آورد. از جمع 
رابطه‌های (۱) ور۲) داریم: 


۳۱( طوممح 1 مومع 
و از کم کردن آننها از یکدیگر: 
(۴ 2۲-۲ (۵ومها- (ومع)6 


واکنون اگر ه را از رابطة «۳) بدست آورده ودر رابطةٌ (۴) قرار دهیم 
خواهیم داشت: 
0۲60۶۲۸۵-0۲8 -< ۲ج - 9۲ 

و با: 2۲:۰۲ 
و از آنجاکه بامقادیر مثبت سرو کار داریم : 

۱ ۵( ۵ ۲ :2 
برای اپنکه به‌طور کامل رابطه‌های (]) را بدست‌آوريم. باید ثابت‌کنیم 
که 7*<ن) ۸٩4+‏ است. رابطة(۳) راباتوجه به‌رابطةر۵) ورابطه‌های 
نظیر آن می‌توان چنین نوشت: 


روابط بین زاویه‌ها و ضلعهای مثلت‌____آ*۹٩‏ 
(1 )و ع 7 وم ۵ او سا جر ومع( ۵۱0 عت )وه 
که در آن » < /):بوو۲7 > ۸٩-۲‏ هستند. بنابراین از تساوی بالا یکی 
از دو رابطة زیر را خواهیم داشت: 
۵1-9 -<) یا ۲-۸-8 
ولی به همین ترتیب می‌توانيم رابطه‌های () + )وه و 
( 2*84 < ۵ را بدست آوریم واگر 6 +۸48 مخالف باج۲ 
باشد‌باید داشته باشیم : 
1-1-۸ و 9 -- 03-۸ و ) 2 ۸٩-19‏ 
یعمی : 0 حح )6 ح ۲۸ بش 
واین با فرضی که در ابتدا داشتیم متنافض است. بنابراین جواب 
۸41-0 قابل قبول نیست وداریم: 
۸٩٩-7‏ 

به‌این ترتیب نوانستیم رابطه‌های ([) را با فرض رابطه‌های (1) 
ثابت‌کنیم. در اين اثبات ضمناً به‌رابطه‌هایی برخورد کردیم که بین پنج 
جزء مثلث وجود داشت: معادله‌های (۳) و (۴). این رابطه‌ها مقپوم 
هندسی ساده‌ای دارند» رابطه اول به‌این معناست که مجمو ع تصویبرهای 
دوضلع يك مثلث روی ضلع سوم‌برابر باضلع سوم است و رابطه دوم‌یعنی 
اختلافات مربعهای دوضلع» ۸۲ - 1960۲7 از لحاظ‌قدرمطلق» برابر است 
باحاصلضرب ۲1۳۷ ۲۸ (]۷[ وسط ضلع و آ[پای ارتفا ع‌وارد 


بر این ضلع است») (شکل٩۲).‏ 


۱۳۲ 


۸ ۲ ۷ ۵ 
۲٩ شکل‎ 

این دو رابطه نمونه‌های جالبی از رابطه‌های بین ۵ جزء مثلث 
هستند (وهمانطور که قبلاگفتیم تعداد این‌رابطه‌ها نامحدود است) وتنها 
معرف خاصیتی ازمثلث هستند. 

0) ([1) نتیجه ([) .- باید ازدستگاه ([) رابطه‌ای بين‌يك‌زاویه 
و سه ضلع مثلث بدست آوریم. از رابطة ۸-8 س) نتیجه 
می گیریم : 

(ع) (9- )29 وی 
و با: تس 609 ( 2:0 -1- وم 2510۸ 
ویا با توجه به‌رابطة 0۵ و2 داریم : 
<< ( 0609۸ -1- (ومع2) ۵ 1و 

و چون ه ۸ است؛ به‌سادگی به‌رابطة (۳) می‌رسیم که ضمن عبور 
از ر) به (آ) به‌آن رسیدیم و آنرا تفسیر هم کر دیم. اگر رابطه‌های‌نظیر 
رابطةٌ (۳) را هم درنظر بگیریم دستگاه زیر را خواهیم داشت: 

9 1-۸ 26092 جح 


۳(۲) 6-1-8 ومو را 2 
(۳) 0009-۲4 د وا 


روابط بین زاویه‌ها و ضلعهای مثلث -____ ۱۲ 
اکنون اگر ت رکیب خطی زير را بدست‌آوریم: 
۳( < 0 - (۳) ۷ 2--(۳) 0 
یکی از رابطه‌های دستگاه () بدست خواهد آمسد ودو رابطهٌ دیگر 
هم به‌همین ترتیب بدست می‌آید. بایدبه‌این نکته توجه کرد که دراین‌حالت 
نمی‌توان نامساوی زیر را بدست‌آورد: 
7 > )و9 و۸ > ه 
به‌اين ترتیب دستگاه ([) دستگاه ([) را نتیجه می‌دهد» ولی از دستگاه 
([) به‌طور مشروط می‌توان به‌دستگاه ([) رسید. 
تبصره . - رابطه‌های (۳) در اثبات هم‌ارز بودن دو دستگاه نقش 
اساسی به‌عم‌ده‌داشتند وبعضی از مولفین به‌همین دلیل وبه‌خاطر سادگی 
اين‌رابطه‌ها» آنها را درردیف دستگاه‌های اصلی ([) و([1 )قرارداده‌اند» 
ولی‌ما تأً کید می کنیم که تنبا رابطه‌های ([) و ([[) بین چبارجزء مثلث» 
رابطه‌های اصلی هستند. 
حالت مثاث قائم‌الزاویه .- اگر یکی از زاویه‌های مثلث» و 
مثلا زاویةٌ ۵ قائمه باشد» دو زاو دیگر ون متمم یکدیگر می‌شوند 
ودستگاه ([) به‌صورت زیر در می‌آید: 
0۶6 20401 ح 9 
6 :0-00 


و از تقسیم این رابطه‌ها بریکدیگر» خواهیم داشت: 


9 !0[( 
0 


دستگاه ([]) به رابطةٌ "0۲4 "2 رکه همان رابطةٌ فیثاغورث است) 


۱۳۴ 


مئجر می‌شود. این رابطه‌ها منجر به‌سه رابطة سادة زیر می‌شود: 


1 و ۵0 و200 عد وه 


۳. حل مثلث 

حل يك مثلث. یعنی محاسبهٌ ضلعما وزاویه‌های آن. برای اینکه 
بتوانیم با فرضپایی» این ۶ چزء را محاسبه کنیم باید ۶ معادله داشته 
باشیم. دیدیم که بین اجزاء يك مثلث سهرابطه وجود دارد؛ بنابراین» 
باید شرطهای مفروض مساله چنان باشد که بتوان سه‌معادلة دیگرتشکیل 
داد (معادله‌هایی که منجر به‌سه رابطة قبل نشوند). همچنین» ممکن‌است 
اندازة سه‌مقدار مسربوط به مثلث معلوم باشد (مثلا" مساحت» یکی از 
ارتفاعها وشعاع داير؛ محیطی) ویا يك مقدار و دونسبت (مثلا" مثلثی 
که يك ضلم آن‌مفروض است ومی‌دانیم که یکی از دو زاویة آن‌دوبرابر 
یکی دیگر از زاویه‌ها است ودو نیمساز خارجی آن نیز با هم برابرند). 
همانطو رکه قبلا هم گفتیم این سه‌فرض نباید فقظ زاویه ویا رایطه‌های 
همگنی بین مقادیر مربوط به مثلث باشند» زیرا در اینصورت بینهایت 
مثلث متشابه‌خواهیم داش ت که فرضبای مساله در همه آنها صدق‌می کند. 

همچنین باید توجه داش ت که سه‌فرض (مقادیر ویا نسبتها) مستقل 
ازیکدیگر باشند والا مثلث مشخص‌نخواهد شد. مثلا" اگر وه وشعاع 


۴ از دایرة محیطی داده شده باشد. در حقیقت بیش از دو مقدار معلوم 


روابط بین زاویه‌ها و ضلعهای مثلت س.س.___ ۱۲۵ 
نیست» زیرا می‌دانیم که سک یعنی 13 با کمك و۵ بدست 
می‌آید وبنابراین منجربه‌دو فرض می‌شودکه برای حل مثلث کافی‌نیست. 
همانطور که قبلا هم یادآوری کردیم شناسائی استقلال فسرضهاء مساله 
خیلی مشکلی است. 

ساده‌ترین فرضبای ممکن» برای حل مثلث» زاویه‌ها و ضلعهای 
آن می‌باشد ودر اینصورت آنما را حالتبای كلاسيك حل مثلث گویند. 

حلکلاسيك . - چپار حالت كلاسيك حل مثلث وجود دارد که 
با چپار حالت تساوی مثلشبا تطبیق می کند. 

۱ 2و9ون) مفروض‌اند و ۸۵وداوه مجپول (حالت اول). 

ضمن پیدا کردن رابطه‌های اصلی دیدیم که اینحالت مستقیماً به 
دستگاه ([) منجرمی‌شود و طبیعی است که‌جوابمپاازهمین رابطه‌ها به‌ساد گی 


بد‌ست می‌آید» زیر ا داریم : 


تا رویط 0۳ 
۳ - ۱ تون 


بحث : شرطلازم و کافی برای‌داشتن جواب‌اینست که ج > 34-0 > ۰ 
باشد. 

۲) حاآوعو۸ مفروض‌اند و (ون)وج مجپول (حالت دوم). 

این حالت منجر به دستگاه ([1) می‌شود و بلافاصله جواببا از 
دستگاه ([]) بدست می‌آید: 


2۲ 0۲1-۲ -- 


7 


۱۳۶ 


و از آنجا و سپس و و ن)6:نو محاسبه می‌شود 
رابطه‌های دیگری برای این محاسبه لازم به‌نظر می‌رسد, 

وی دستگاه () بر دستگاه 1۳( تن رجیح دارده زیر ا در دستگاه 
۱( محاسبه روی زاو به جا انجام می گرد وبنابراین ساده‌تر ومئلثاتی: 
است. در حالت مورد بحث» مجموع 94-0 دو زاویة مجهول برابر 
- ۳ است. وفتی که مجموع دو زاو به معلوم باشد» همیشه بم‌تر است 
که تفاضل آنپا را هم محاسبه کنیم. که از آنجا به ساد گی هريككث از دو 
زاوبه محاسیه شوند. ماوع معلوم بو د وینابر این از دستگاه )1( داریم: 


۳۰1۳ ۰ 

9 ۱7 
را 4 9 سل 610 
9 ۳-۵ 9700 - و 


نسبت طرف اول تساوی به‌صورت زیر در می‌آید: 


13-7 03« ۲ 
کت ورمم شوم - ی 
۲ ۹0 ۱ 

۲ ۲ 


و به‌این ثر تیب» تفاضل 1۲۱-6 از معادله زیر بدست می‌آید : 


اگر چ را قوسی واقع بین ِِ- وگ فر ضکنیم به نحوی که داشته باشیم : 


روابط بین زاویه‌ها و ضلعهای مئلی .۱۲ 


1۳ ۳۳ 
۲ .. ۵46 
از دستگاه: 

1-7-۸ 
8-0 

۵ مر 9 

/ و8-74 

7 
ی ی ی 


بحت: ( او لا باید > ۳ ۶ 0 باشد» یعمی :۰ 
۹ 7 

ستت مه ۰ ه 
2 ۳ 


با توجه به‌اینکه > ۸ می‌باشد» ناسماوی اول‌بالا همیشه‌بر قرار 


است» وچون 0 بین 2و 2+ وه ی ۸۵۸ است» نامسباوی دوم هم برقرار 


است. 


0) باید » < ) یعنی » 7-۵ وبا وی > وم باشد» یعنی 


9-0 
۳ 


بنابراین» در اینتحالت هميشه دارای جواب خحواهیم بود. 
۳ 2وداوه معلوم و )و 9و۸ مجپهول‌اند (حالت سوم). 
در اینحالت با توجه به‌اینکه هیچکدام از زاویه‌ها معلوم نیست» 


باید داشته باشیم ۱ > و این ناساوی هم هميشه برقرار است. 


۱۳۸ تسس تسس وس سس وا 
ناچاریم که از دستگاه (11) شرو ع کنیم: مثلازاوية ۸۵ بلافاصله از رابطة 


تفه ۳۳ ۱۳۳ 
060 


92 _ 4۵( وم ۲ ۵ ونم سد ۱ 
۲06 ۲ 
هه ها نت سا ۳ 
۲06 
همچنین 
م00 ع) _ ۵ ۲۷۵۲ << 609 -- ۱ 


13 
و برای اینکه رابطه به‌صورت ساده‌تری نوشته شود فرض می کنیم: 
۳-<1-0 ۵-۲9 
در اینصورت به‌وسیلة یکی از دورابطه بالاء که قابل محاسبه لکاریتمی 


هستتل ) زاویبه ۳-۹ بدست می آید» معمولانسبت این رابطه‌را در نظرمی گیر ند 
و رابطة عملیتر زیر را بدست می‌آورند: 


(ه) (برایمعامية زاوید) ‏ قاس او 


مق 


و به‌همین ترئیب» می‌توال 9و را نیز محاسبه کرد. پس از محاشتة 
زاویه‌هاء باید جوابها در رابطةٌ زیر صدق کنند: 


رو)بط پین ژ/ویه‌ها 9 صلعهای مت سس سس ۱۷۲ 
٩۱- ]( ٩1-7‏ ۸ 


بحت : عبارت۸ "وم باید مثبت باشد و بنابر این داشته باشیم : 


۵) -3()- 0()0-6( < » 

9 مثبت است ودر نتیجه نامساوی بالا منجر به ج < ووها < وو 
<0 و یا 01-6 و و 041-2 > و و 210 > » می‌شود. و همانطور 
که میدانیم اینپا شرطبای لازم و کافی برای ساختن مثلث» وقتی که 
ضلعهای آن معلوم‌اند می‌باشد. 

۴ 2وراآو۸ معلوم و »و3آون) مجمول‌اند (حالت مبمم). 
از دستگاه ([) داریم: 

(8 -۸4۱) --7<لن) و سپس ش - قلمه 


بحت: مقدار مشثست همه ۳ کد و را مشخص می کند» باید 
4 
از يك کوچکتر باشد. 


ار ان اکه ‏ افتن مسالهجرات تخر امد داف. 
4 
ولی اگر ۱ > ما2 باشده برای زاویبه ظ دو جواب بدست 
جح . . 0 ۱ 
حواهد آمد» ژیر | | نیم : 900 و( > 0 > ۰)»می‌توان 


7-۸-0 << ن) و << .ظ 
و یا: ۸ - << ب) و ب- 7 < .8 


سس سس سس ثللات 

,6 تنها وقتی‌قابل قبول‌است که > +۸4 ویا نب - > ۸باشد. 

هم وقتی وجود دارد که > ۸ باشد. 

بنابراین» اکّر ۸ زاویه‌ای‌حاده باشد. ) قابل‌قبول و بپن)به‌شرط 
0 > ۵و پا 0 > ج قابل قبول است. 

اگر ۸ زاویه‌ای منفرجه باشد» ب) هرگز قابل قبول نیست و ل) 
تنها در حالت ماه < ۵و یا 0 < ج قابل قبول است. 

بنابراین» ۱.۰ یا ۲ جواب خواهیم داشت وتنها در حالتی که يك 
جواب داشته باشیم» می‌توان آنرا حالتی از تساوی به‌شمارآورد و این 
وقتی است که 2 بزرگتر از 0 باشد. بنابراین» حالت چهارم را می‌توان 
اینطور بیان کرد: 

دومثلث وقتی برابرند که در دو ضلع و زاویة روبروی به ضلع 
بزر گتر برابر باشند. 

همین حل و بحث را از دستگاه ([) هم می‌توان نتیجه گرفت. 
ضلع ه ریش معادله درجة دوم زیر است: 

ه ‏ اج - 9۲ات 60-۲۱00۵09۵ 

و مثبت است و بنابراین تنبا جوابهای مثبت قابل قبول است. اگر 
۸ > ۵ > ۰ باشد, مبین معادله منفی شده وجوابی نخواهیم داشت. 

اگر 0 >2 > 9:0۸ ب‌اشد وقتی که ۸ منفرجه است» جواب 
نداریم و وقتی که ۸ حاده است دوجواب داریم. 

اگر 9 < 2 باشد» تنبا يك جواب قابل قبول داریم. 


۷ 


رابطه‌های بین احر اء فرعی مثلت 
(حالتهای غی ركلاسيك حل) 


حالتهای غی رکلاسپك حل 

وقتی که‌در حل يك‌مثلث تمام فرضها ازضلعبا و زاویه‌ها انتخاب 
نشده باشدء آنرا غی ركلاسيك گویند. در اینصورت برای حل مثلث باید 
از رابطه‌هایی که بین اجزاء ومقادیر مفروض مساله وجود دارد استفاده 
کرد. تعداد این رابطه‌ها درمثلث خیلی زیاد است وما تشها ازرابطه‌هایی 
که بین مقادیر ساده‌تر وجود دارد نام می‌بریم: شعاعپای دایره‌های ممم 
(محاطی داخلی و خارجی. محیطی) ارتقاعبا میانه‌ها» نیمساژها و 
مساحت. 


۱ محاسة شعاع دایرخ محیطی : 1 
شعاع دایرة محیطی را در رابطه‌های گروه 1( پیدا کرده‌ایم و آن 
آ ا انج طتتی ‏ اتر کب اش وا هماتها تواشتتم اند 
پرابر ؛ ات ای ۳۳ ست. وار تواستسیم را بای 
که به‌منساحت هم مربوط است پيداکنيم: 
5 2.0.0 


۳5 


۲ رابطه‌های بین شعاع دایرف محاطی داخلی وشعاعهای محاطی‌خارجحی 
با مساحت. 


روی شکل ۰ نمّطه ] مر کز دايرة محاطی داخلی مثلثك (نمّطه 


حالتهایغیر کلاسپاك ۱۳ 


پرخورد نیمسازهای داخلی) و م1 مرکز دایرة محاطی خارجی وافع در 


زاویه ۸ است» داریم: 
"00 << ")و 1 << ۳ظ 
0-0-0۷ > "۸4-191 -- +۸۵1 
و بنابراین: ۸0۷-0 - ۸۲ 
همچنین داریم: 0۳-0۵0 و 1-13۳ و ۸0 «۸ 
و بائوچه به‌اینکه 


0 < ۸14-1 و 2 00۵4-00۸ و ۳2-2 ۳۱1ظ 


نتیجه می‌گیریم : 
0-2 ۸0۵ -- ۸۵1 
0-80 << 1 < 8۳ 
29-0 6۳ -- 600 


اگر ۲ سح +11 -< 100 -- ۳[ ؛ شعاع‌دايرة محاطی‌داخلی‌باشد» داریم : 


0( ۱۳ 
همچنین نج و ِ و 


به‌همین ترتیب»می‌توان نوشت: 


و م۳1 ۰ ۰ ۸ ۵ 
)۲( ورب 9-97 


ساحت مثلث بر ابر است‌بامجمو ع مساحتپای مثلشهای ۸9 
0 و 1۸ بنابراین 


)۳( ۱/9۹ سوم تط و5 


شکل ۳۰ 


همچنین» 5 را به‌ترئیب زیر نیز می‌توان بدست آورد: 


مساحت [) 3[ - مساحت ر [ل) ۱-۸ ساحتم [ ۸13 -- ساحت (] و۸۸ 


۱۳۵ 


و از آئجا خواهیم داشت 


۳۳( 2( 2 سس ط) س 1 بت + 0 و 


و به‌این ترتیب داریم: 


۲ 2 :۲( --0) دن0(1 - ) و۲( -- ه) 2 ٩‏ 
قبلا" رابطة زیرا را پیدا کردیم (فصل ۶ رابط ۵): 


۴( 0 --0) او 


2)0--2( 


۸ 
۱ ۱ ُ‌ ۰ 
بت م <- ۳ 0 2 ریم 


با مقایسُ این رابطه با رابطة 
(0) (0-0()0-9) (ه - )۲۲ 
و با توجه به‌اینکه 0.۲ 8 بود؛ بدست می‌آید: 
(ء) (0-)(0-*2()0- )۵ | - 5 
از ضرب چپار رابطة 5» از رابطه‌های (۳) و "(۳) بدست‌میآید: 
هو و1 (0 - 0) (0 - ه) (2 -- )0 عح 
و از آنجا: 


۹ 02 


همچنین؛ به‌رابطه زیر هم توجه کنیم : 


مات 
۱۳۶ 


9 
۳-2 


ع 
)9۷-0 


(و دو رانطه نظیر آن). 


۳ محاسبه ارتفاعها. 
مِْ شمارء ۱): 
قبله" دیدیم رفصل ۶ شمار ۱ ۲ مه 
6 ع 6.2.2 عد 6.87۸ 
(٩)‏ ۱ 


اً ۸ راد بنامیم: 
5 ارتفا ع وارد از راس 
بنابراین» اکر ار 


2 ۵۱۸۸ و ده 
(9 ۱( ۳۹ 


که : 
همچنین» می‌توان ملاحظه کرد 


۵ 2 س | 
2 0 ۳ ۷ : 7۳77۳ 


۴ رابطه‌های بین ۲ و 1 


تفا ع مثلث 1860 چنین می‌شود: 
با توجه به‌رابطةُ ر»۱) ارتفاع 


حتاف اجه نیت ه زا 
اینهم مقداری برای ۲ است که دو رابطةٌ شبیه آن هم وجوددارد؛ 
به‌این ترتیب نسبت > خواهد شد: 
) 8 ک۳ 1 
و او ووو 6 ست جح 
۱۱ ۷ 7 7 ۳ ۰1 


یادآوری می‌ کنیم که رابطه اوش که در کتاببپای هندسه‌ثابت‌شده 
است» رابطة بین و و فاصلهة مرکزهای [ دایر؛ محاطی و ۵ دايرة 
محیطی را می‌ دهد : 
)۱۲۳( (۲۲- )1 0۲-1۲-۲12۲ 


اين‌رابطه نشان‌می‌دهد که‌هميشه ‏ از ۲۲ بزرگتر است. همچنین» 
اگر م فاصلة م[0 باشد داریم: 


۱۲۳( (وع 1-7 13) 1 حرط 13 13۲-۱۷ ال 


۵ میا نه‌ها 
با تو جه به‌قضیبه میانه که در هندسه تابث شده است» داریم: 
۲ 
00ات آوظ۲ 


که در آن» 19 طول میانه وارد برضلع ۵ است. این رابطه را 
می‌توان به‌صورت يكرابطهٌ مشلثاتی و لگاریتمی درآورد. برای این‌منظور 
بپتر است که میانهة وارد بر 5 را به‌اندازة خحودش تا "۷۲ امتداد دهیم و 


"7 بلاتبب ی أ مب 7 
در مثلث ۸7۷۲0 طول ۸۷۲ را با كمك رابطه‌های گروه (]]) محاسبه 
کنیم: 

(۱۳( ۵۸۵ 1 0۲-1-6۲ ۲ ج60 - ۸۵۷۲۷۲ 


زیرا» زاویه ۸[۷۲ مکمل زاویة 13۸0 می‌باشد رشکل ۳۱). 


۶: محاسبة نیمسازها 
نیمساز داخلی زاویة ۵ یعنی ۸12 ضلم 80 را در نقطة «1 
قطع می کند و می‌توان نوشت: 
مساحت(]) .1 مساحت(][ ۸.3 - مساحتل ۸13 - 5 
و از آنجا داریم : 
هرب و۱0 - شهج 


که در آن» مق نمایند؛ طول‌قطعه‌ای ازنیمساز است که به‌رأس۸ و ضلع 


حالتهای‌غی رکلاسياك 


سس _*۱۷ 


0 محدود می‌باشد «شکل ۳۲) از رابطة بالا نتیجه می‌شود: 


۸۵ ۲۶ 
(۱۴) << ولا 
ودو رابطة شبیه آن‌هم برای ولو.ل بدست می‌آید. برای نیمساز خارجی 


" ( می‌نوان نوشت: 
اساحتا(][ ۸9 - ساحت/ 9 5-۸ 


و از آنجا خواهیم داشت: 


۸ ۱ 
۳" )۱۴( 


شکل ۲۲ 
همین رابظه‌ها راء با توجه به‌اینکه دستگاه 11*80 وش يك 
دستگاه توافقی است» نیز می‌توان بدست آورد؛ در این مورد باید قبلا" 
(1ون)(91(»1]ون"(1 را محاسبه کرد رکه به‌خودی خود هم مقادیر 
مفیدی هستند.ولی‌دراینجا به‌عنوان و انطه‌مورد استفاده قرار می گیرند). 
مورد استعمال : با كمك رابطه‌های قبل می‌توان به‌عاصیت‌جالبی 
در مثلث پی‌برد کد بدست آوردن آن در هندسه به‌سادگی ممکن نیست 


سس عی وست عسدعت ی 0 
وبه‌همین مناسبت هم اغلب ناشناخته‌باقی‌مانده است. این خحاصیت‌اینست 
که اگر در يك مثلث دو نیمساز داخلی برابر باشند (مثل موقعی که دو 
ارتفا ع پا دومیانه برابرند) مثلث متساوی‌الساقین است» در حالیکها گر 
دونیمساز خارجی برابر باشند. ممکن‌است مثلث متساوی‌الساقین‌نباشد. 
این خاصیت» که با کمك محاسبه بدون هیچ اشکالی بدست می‌آید؛ به 
نیمسازهای خارجی نقش جالب واستثنائی می‌دهد 

قبلا" تحقیق کنیم که اگر دو نیمساز داخلی برابر باشند» مثلث 
متساوی‌الساقین است. فرض کنيم ۳) <-۳7 باشد «شکل ۳۳) بنابراین 
خواهیم داشت 

نب . طاو. ظ. . 26 
(۵ ۱) وک 0 کی-3 ۳ 

اگر در این رابطه به جای ووداوی مقادیر ۵ وه ون که 
با آنها متناسب‌اند قرار دهیم و از رابطه زومی00ه ۲‏ »۷ بو استفاده 
کنیم» باتوجه به‌اینکه-) ۸+84 و(جوه عن و 3 و ۸۵)می‌باشد 


می‌توانیم بنویسٍ 


68 مس ۸ 11-00 


)۱ ۵(" 


باید ثابت کرد که این رابطه با رابطه 0 -- (] معادل است. برای 


این منظور رابطه را در سب زاویههای نش  »‏ و ع بیان می‌کنیم: 


سکن ۳۹ _ِ‌ تن میت) ۵-۲ 
۲ 


بت و 
۲ ۳ ۳ ۳ ۲ 


حالتهای‌غی رکالاسیاك ...۱ 


شکل ۳۳ 


یا ( :مه -1- ۵ ومع) وه (6096 + هه وه 

و یا 
1۲ 9 ۳ 9 ۳ 

(-09 997و -۱) (--ووه س-ومه) مس 1 8 سس ورن 09۸ 


9 
حح< ت 005 سب 608 (۱ 
۳ ۳ 


و ۷۲ ۱ ۵ 605 )۲ 


۹۹ 


(۶ 6 وت وه ) ته سا و۲ ط ووم ست ۷ 


که نمی‌تواند دارای جواب باشد» زیرا و دومن مثبت است. 
۲ ۲ 


و به‌این ترتیب معادلة "(۱۵) کاملا هم‌ارز با معادله 6 -< 1 می‌باشد. 


۲ اشوس سس هس سس مثلثات 


حالا همین مساله را در مورد نیمسازهای خارجی حل می‌ کنیم. 


ساوی "۳) - "۳ منجر به‌معادله زیر می‌شود: 


۵ 6/0 سح سطت 977 


۱۷ 


با عملبائی مشابه آنچه که روی معادلهٌ (۱۵) انجام دادیم به 


ترتیب معادله‌های زير را خواهیم داشت 


سرت ۳ سکس ماوت نش موش واه 


۲ ۲ ۲ ۳ 


ز( 60912 س و ()و60 سس مش هه 


ف با ظ رب ظ 0 ظ 4 
ت88 ست ات 8810 ]9و ست 881 حح ت81 سب 810 9 
۲ ۲ ۲ ۳ ۲ 
معادله اخیر به‌دو معادله حدا کانه نجر به می‌شو د. 
(مثلث متساوی‌الساقین) واه واه )۱ 
هه وا - 2 ست ۲و8 (۲ 


که برخلاف معادلة (۱۶) دارای جواب است. یعنی زاویبه کر 
ممقداری درحد واسط بین مقادیر 8 ول خواهد بود اه واسطهندسی 
بین ماه و واه است) چنین مشلثی را متساوی‌السافین کاذب گویند 
در شکل ۳۴ داریم: 


ماهس ماهس 


<حا لها ی گی کال ببیاک._ .سح سس یس سس ۴۳ ۱ 
و بنابراین رابطة (۱۸) چنین نوشته می‌شود: 
)۱۹( ۳1.7 - ۸۲ 
از این رابطه می‌توان رابطةٌ دیگری بدست آورد که به كمك آن 
ساختن چفین مثلئی ممکن باشد. اگر ازنقطه‌همای [ و م1۸ عمودهایی در 
8 رسم کنيم رآ و رآم]) واز ] عمود پر] را بر دام فرودآوریم ؛ 
از یکطرف مثلئهای ,]۸1 و]11,[۷ و از طرف دیگر مشلشهای بو 
نز۱۸۸ متشابه‌اند و داریم : 
مل 91 11 آ۸۵ 
۲ "سول ۲ 
و از آنجا: 1.0 ]۲,1 -< (7۲ - ۳ ]۵ 
و به‌این ترتیب» رابطه اساسی(٩)‏ به‌رابطه زیر منجر می‌شود: 


۸۵] << 1-۲-۷۸ 


لاه _ (1-عت) 


11 5 


و از آنجا: ما س( )سرت +۸ 1/1 


از این رابطه. می‌توان مثلث متساوی‌السافین کاذبی با زاویه‌های 
ول ساخت» که در آن ضلع 90-9 و زاویة روبروی آن ۸ معلوم 
باشد. 
قبلا بادآوری می کنیم که پاره خط ,]1 قطر دایره‌ای است که از 
8 
۸ 


605 
۲ 


و ]و بنابر- 


9ون) می‌گذرد» که در آن تب+حسرو و از آنجا 


ات ات ات تیم : ۱ ۱ ۹ ثلثات 


۱۳۴ 


این معلوم خواهد بود. بنابراین این دایره (1) را رسم می‌کنیم ومثلث 
م1۷11 که در زاویة ]1۷ قائمه است می‌سازيم و به‌این ترتیب» ضلع 


۸ 
م11 و زاویة ,<< ,[]]/ معلوم خواهد بود. اکنون آم] را به‌اندازة 
1۸-۲ امتداد می‌دهیم وبه‌این ترتیب» رأس ۸ از مثلث موردنظر 
بدست می‌آید. بسرای بدست آوردن ن#طه‌های ([ول)» از نقطه ۸ دو معط 


ء‌ 


» 
‌ 


شکل ۳۴۶ 


۱۴۳۵ 


۸ ورو۵ را چنان رسم می‌کنیم که با آ۸۵ زاویة گ بسازند» هر يك از 
این دوخط دایره را در دو نقطه قطع می‌کندکه باید ازبین آنها دونقطة 
غیر متقارن نسبت به ]۸ را انتخاب کرد. 

بحث : خط ۸ ( یا و۸ ) موقعی‌دایره راقطع‌می کند که ۵ یعنی 
فاصلة آ مرکز دایرة (])؛ از این خحطکوچکتر از م شعاع دایره باشد. 


۸ ی 
داریم: وم ۲ ح م1[ --]۸. از طرف دیچر داریم: 
ریم: ۲90 م ز طرف دیکر داریم 
جمم(م + گس ) س ۸0 6 
و به‌این ترتیب» شرط 0> 6 به‌صورت زیر در می‌آید: 
> ۳ بر 
۳ ۲ 
۱ ۸ 
پعنی > هه یا > ۸, 
3 لد ک 
بنابراین» حداکثرزاوية ۸ برابر 7 است» اگر "۸۵ باشد» 
۳ ۳ 


مثلث متساوی‌السافین می‌شود واگر ۸ کوچکتر از 2 باشد. 3و با هم 


برابر نمی‌شوند (یکی بزرگتر و دیگری کوچکتر از ۸ خواهد بود). در 
حالت‌خاص. زاوبة 8 ربا ل)) می‌تواند قائمه باشد» دراینصورت‌خواهیم 
داشت: 
واه ‌ شمه )۱( ِ 0 ۱۳ 
۲ ۲ 


که به‌صورت معاد له زیر در می‌آید: 


مثلثات 


8 شجد 
» حد ۱ -- ۲۵و60 ۸٩1-۵‏ ۴609۳ - ۵ آومه 


که برای ۸ جواب تقریبی ۱۹/۶۳ ۵۷ ۵۴ بدست می‌آید. 


۷ کار برد نتیحه‌های ی که گر فته‌ایم 

رابطه‌هایی که دراین فصل از آنها نام بردیم» به‌طو رکلی‌وسیله‌ای 
برای حل مشلثی هستن که سه جزء مستقل آن مفروض باشد. در این مورد 
طرح يك راه حل عمومی برای بدست آوردن جوابها کار مشکلی است؛ 
زیرا در هرمورد تنبا راه حل خحاصی می‌توان جستجو کرد. تنهاکاری که 
می‌توان کرد اینست که نمونه‌هایی از اين موارد را ذکرکنیم و به‌بعضی 
توصیه‌های لازم توجه کنیم. 

ساده‌ترین گروهی که می‌توان در نظر گرفت» موردی است که دو 
زاویة مثلث معلوم باشد» زیرا در اینصورت بلافاصله زاویة سوم بدست 
می‌آید ومساله» منجر به‌رابطه‌های گروه (1) می‌شود. 

کرو ه دوم شامل مساله‌هایی می‌شو د که‌در آنبا یکی از زاویه‌های 
مثلث معلوم است» در اینصورت مجموع دو زاویهٌ دیگر در دست است 
وبهتر است که راهی برای محاسبهُ تفاضل همین دوزاویه جستجو کنیم. 

بالاخره به گروهی از مساله‌ها می‌رسیم که در آنپا هیچکدام از 
زاویه‌های مثلث» معلوم نیست. در اینصورت باید زاویه‌ها را به عنوان 
مجپولهای اصلی» انتخاب کرد و در حالتی که ممکن است ترسیم‌هندسی 
شکل را هم به‌عنوان راهنما بدست آورد. در این مورد» بپتر است که‌در 
تمام حالتها رابطه‌های حاصل را به‌صورت لگاریتمی در آوریم. 


حالتهای‌غیر کلاسیاك 


۱۳ 


مثال [ (دو زاویه). فرضپا: ۲و و مساحت 5. 
حل: 7-9-6 ۸ وداریم ۷۲۹-۸ با كمك رابطه 
سینوسبا می‌توان نوشت: 


۵ "#۰ 


و0 2 
وبه‌همین ترتیب» با تبدیل دوری این رابطه. ۲واو ۲ بدست می‌آید. ضمنا 
این رابطه‌هاء لگاریتمی هم هستند. مساله هميشه دارای جواب است» 
زیرا با در دست‌داشتن‌زاویه‌ها» می‌توان‌مثلث را به‌طریق هندسی باتقریب 
تشابه ساخت ودر نتیجه تنها يك مثلث بدست‌آوردکه سطح آن برابر با 
5 باشد. 


مثال 11 ريك زاویه). فرضپا: ۲:۳//۸. 
داریم ۸۸ ۲ --ل)-۰[1 کوشش می کنیم که تفاضل 9-6 را 
بدست آوریم؛ رابطةٌ سینوسپا را می‌نویسیم: 


سس سس ی 
5 نطو او امه( 9 


معادله آخر را می‌توان به صورت زیر نوشت : 


»8-6 بمن)- 19 


1۱] 90۸۵ 1-۷ ِ 


[ 2 )۲۰( 


از طرف دیگر داریم : 


۸ ۸ 
۲ بط ۳ ۳ ۲ 10 


۱۸ و ست ی يم تن 


8 مین 7و نت 


۲۱( 


می‌توان بدون اینکه به کلیت مساله لطمه‌ای وارد شود < 18 
فرض کرد از طرف دیگر زاویه حاده‌ای مثل :0 وجود خواهد داشت به 
نحوی که مقدار مثبت طرف دوم رابطهُ (۲۱) مساوی با ب6ومم باشد به 


این ترتیب مساله منجر به‌حل دستگاه زیر می‌شود: 


۱۰ 
0 ۲ 2<ز) - ۲ 


و از آنجا: 


که در آن» زاویه‌ای است حاده. 
جوا یبا به‌شرط ی قابلقبول هستن که ِ > ۰ یعنی شاه < :60350 
باشد؛ چ و ها و 6 هم به‌ساد کی و از رابطة سینوسبا بدست می‌آیند. 


ه‌ ۲ ۸ ‌ ‌ ۰ ۸ ۳۳ 
بحث: شرط و < مومی‌با توجه به‌مثبت بودن ِِ به‌صورت 
۲ 


حالتهای‌غیر کلاسياك سس ,۱8 


زیر در می‌آید: 


۱۷۵ < ]1 رن ۲ 


و این رابطه هم همیشه درست است ولی برای اینکه نومه که 


بی‌شك مقدار مثبتی است وجود داشته باشد. باید از ۱ کوچکتر باشد» 


یعتی داشته باشیم : 


1 
(۲۳) ۸ مس < 1 


۱ #9 
مساله 
۰ 

0 


شکل ۲۵ 


ترسیم هندسی . ابتدا دایر؛ محیطی مثلث را که شعاع آن معلوم 
است رسم می کنیم» زاویه‌ای برابر ۸ در دایره محاط کنیم وثر روبه. 


رری‌آن در دایره بر ابر و )3 خواهد شده وتر 90 را به دلخواه رسم 


۰ ثلات 
می‌کنیم وکوشش می‌کنيم تا رأس ۸ را بدست بياوريم. نقطة (1 وسط 
قوس 9 یکی از نقطه‌های نیمساز داخلی زاويبة ۸ است. اگر مرکز 
دایرة محاطی مثلث را [ فرض کنیم» مثلث ](131 متساویالساقین خواهد 
بود» زبرا زاویة ور که زاویُ محاطی از دابرة محیطی مثلث است؛ 


رو به‌رو بهکمان ([6 16[ ([15 می‌باشند و زاویه 9 که يك 
زاوية داخلیاست» روبه‌رو به کمانای جوز و۸5 می‌باشد» که به‌ترتیب 
با کمانبای جر م16 برابرند. به‌اين ترتیب خواهیم داشت: 
6( ۳( ح< ]1 

بنابراین» نقطه [ » که در داخل دایرة محیطی مثلث است» روی محیط 
دایره‌ای خواهد بود» که مرکز آن ([ وشعاع آن 18 است. از طرف 
دیگر, چون شعاع دایر؛ محاطی مثلث» یعنی ۲» معلوم است و ۲ همان 
فاصلة نقطةٌ [ از 130 است» ][روی خطی خواهد بود. که به فاصلهٌ ۲ به 
موازات 61 رسم شود «در طرف مقابل نقّطةُ (1 نسبت به 36). و به 
این ترتیب» دو جواب برای نقطه ] بدست می‌آید» که نسبت به عمود 
منصف 0 متقارنند. درحالتیکه خط موازی مذکورکمان 860 را قطع 
نکند» مساله دارای‌جواب نیست. حدا کثر مقدار ۲ می‌تواند ]1(3۷-(191 
باشد ۷ را وسط 0 گرفته‌ایم) . 


و جون 
مه و و و2 
۲ 1 ۲ 


باید داشته باشیم: 


حالتهای‌غیر کلاسيك ۱5۱ 


8۲ س ۱8۵ > ۳ 


واین» همان شرط(۳) است» که قبلا هم بدست آورذیم. 

تبصره - شبیه همین مساله را می‌توان برای حالتی هم که به‌جای 
۲ شعاع دایرٌ محاطی خارجی زاویدٌ ۸ داده شده باشد» حل‌کرد. 

مثال ]17 (هیچکدام از زاویه‌ها معلوم نیست). 

قبلا بایداین پرسش رادر برابر خودگذاش ت که آیا نمی‌توان‌مساله 
را به مسالهٌ دیگری تبدیل کرد که درآن زاویه‌ها معلوم باشند؟ مثلاء 


اگر ور وه مفروض باشند. پلافاصله از رابطه‌های ده و 
۲ 
سوه زاویه‌های 9و بدست می‌آبد وحل وبحث مساله‌به‌سادگی 
۳۲ 


انجام می‌گیر د. 

در حالتی هم که نتوان بلافاصله زاویه‌ها را بدست آورد. به‌هر 
حال جستجوی زاویه‌ها طرح اساسی‌مساله خواهد بود. در این‌مورد روش 
عمومی وجود ندارد وبرای هرحالتی باید راه حل‌خاصی پیداکرد. ما در 
اینجا به‌حل يك نمونه نسبتاً دشوار می‌پردازيم. فرضپا: میانه» ارتفا عو 
نیمساز داخلی مرسوم از يك رأس مثلث. 

فرض می کنیم ۸ رآأسی‌باشدکه میانه» ارتفا ‌ونیمساز مرسوم از 
آن مفروض‌باشد. می‌دانیم که زاویذبین ارتفاع ۸۲3 ونیمساز (۸۲ برابر 
تست است با فرض ) < 18) بنابراین» داریم: 


(۱) 


۱۲ مثلثات 
طبق قضیه میانه(فصل ششم» شمارء ۰۲ 6) داریم : 

)۲( ۲[- ۲ج/(۵ ۷ ت ]۷۵]۲[۷ ح ان - 9۲ 
از طرف دیگر داریم : 

(۳( 2۸ و 0:78 )و0 1 


در اینصورت رابطة (۲) چنین می‌شود: 


"2۰۸ 


- اد ۳۵ ۷ تست 0« سح 1 


_ِ( ۳ رب ۱۳ ورین ب* ۳۳ ب- 13 
۲ ۲ ۲ ۲ 


۳ رنه ۸2 ۷۵۰ سب 


۴1 8٩#0_ 


و از آنجاء با و حه به‌رابطهُ (1۲-4- )7 ۵ 0010 ) خحواهیم داشت 


(۴) 0 )9 سبح (ل) - ظ[)ونه < (ن) --13) و60 


سس 92| 
که با استفاده از رابطةر۱) به‌صورت زیر در می‌آید: 
11-۳ / ۷۲۲1 ۹ 
با که‌ك‌رابطه‌های(۱) و (۵)» زاویه‌ها» وسپس به كمك رابطه‌های 
(۰)۳ ضلعپای مثلث بدست می‌آید. 


اگر ۸ را زاویة مثبت وحاده‌ای فر ضکنیم؛ ه نحوی که وه 


باشد» ۲(۸--[) - 19 مسی‌شود. رابطةٌ ر۵) راهم می‌توان به‌صورت زیر 


حالتهای‌غیر کلاسیك سس __جو! 


1 
۷ ۲-7 /- سم سب 


6 -[ ۷3 7 
007-۲۶9 >> 


0 سح - 05 


4 
۲ 
و از آنجا ۳1-0 بدست خواهد آمد. 
بحث : از رابطة(۱) نتیجه می‌گیریم که باید 8 > باشد و این 
روشن است» زیرا» ‏ عمودی است که از رس ۸ رسم شده» در حالیکه 8 
مایلی است که ازهمان رس برقاعده فرو دآمده است. رابطة(۵) هم‌نتیجه 


می‌ دهد : 


ب ی سب تست الق 


۵۴ 
۵ 1 یا 001-۲ > 0۲-1۲ 

و این شرط هم به کمك هندسه پلافاصله بدست خواهد آمد. 
رسم هندسی: ابتدا خط ۸ را (حطی که از 80 عبور می کند) 
رسم می کنیم ونقطةٌ ۸ را به فاصله طّ از آن انتخاب می‌کنیم. از ۸ 
می‌توان نیمساز (]۸ ومیانة ۸ را رسم کرد. عمودی‌که از ]۱۷ بر ۵ 
اخراج‌شود» نیمساز ر][۸ را در [ قطع م ی کند که نقطه‌ای ازدایرة محیطی 
مثلثاست. عمودی که از بر(۸۵ اخراج شود ]1۷6 را در 3 قطع‌می کند 
که نقطة متقاطر ] روی داسره محیطی مثلث است و بنابراین؛ دايرة به 
قطر [1 خط ۸ را درنقطه‌های 3ون) قطع خواهد کرد. نامساوی دوطرفه 


۲ > 0 > 1 هم شرطلازمو کافی‌برایو جود جواب خواهد بود (شکل۳۶) 


۸ 


کاربر دهای مثلثات 


يك‌شکل هندسی وقتی مشخص است که با دردست داشتن بعضی 
از اجزاء آن بتوان سایر اجزاء شکل (زاویه‌ها» طولما ومساحتها) را به 
طریقی ساخت (ویا محاسبه کرد)» دراین فصل کوشش می‌کنیم که این 
اجزاء رادربعضی‌حالتهایی» که مربوط به‌مثلثات مسطحه هستند به كمك 
محاسبه مشخص کنیم. بسیاری از این مساله‌ها را تاکنون گروه‌بندی 
کرده‌ايم (حل مثلث) و بنابراین هرجا که لازم باشد به آنپا مراجعه 
خواهیم کرد. راه کلی برای حل‌چنین مساله‌هایی اینست که آنها را منجر 
به حل مثلشهای مجاور هم کنیم وما ضمن چند ممال آنرا روشن خواهیم 
کر د. 

ترجیح می‌دهیم که مثالها را ازعلوم دقیقه‌ای» که با مثاغات 
مقدماتی سرو کار دارند؛ انتخاب کنیم» باوجودیکه برای تحلیل علوم 
دقیقه» سایرروشمهای ریاضی‌هم‌نقش اساسی دارند» نباید ازنظر دورداشت 
که مشلثات. پای هندسی نمشه‌برداری و نجوم را تشکیل می‌دهد. 

مسالهٌ اساسی اینست که تعدادی نقطه‌ها را علامتگذاری کنیم که 
وضع آنها نسبت به یکدیگر مشخص باشند» این علامتبا در مورد مساحی 
نقطه‌هایی از سطح ز مین و درموردنجوم جر ام‌سماوی‌خواهدبود. مثلااندازه- 
سکس فاصله‌های مستقیم درمورد مساحی خیلی مشکل ودر نجوم اساسا 
غیررممکن به‌نظر می‌رسد. درحالیکه محاسبة زاویه‌ها را می‌توان با دقت 


.۳ 
فوق‌العاده انجام‌داد و بنابراین به‌اين مطلب می‌رسیم که اندازه‌گیری 
فاصله‌ها را به اندازه‌گیری زاویه‌ها منجر کنیم و به طورکلی می‌توانیم 
مساله را به‌جابی منجر کنیم که اندازة يك‌فاصله را با کمك محاسیه انجام 


دح ۰ 


۱ کار برد مثلثات در هندسه 


در هندسه مقدماتی» مثلادرمور دمثلث» به مسا له‌هایی بر خوردمی کنیم 
که حل آنهابه‌ طریق‌هندسی بسیار دشواراست. درحالیکه به کمك‌محاسبه‌های 
مثلثاتی می‌توان‌تقریباً بلافاصله آنما راحل کرد. بمترین نمونه ازاین‌قبیل 
مساله‌ها» مسالهة مربوط به‌ثلث‌سازها است. مساله اینست: درداخل‌مثلث 
60 وازرآس ۵۸ دونیم خط ۸ و را چنان رسم کنید که سهزاويده 
۲ ۸و ۲۸ برابرباشد (ز۸ ووهر رارثلث‌ساز زاویة :۸۵ گویند)» 
همچنین برای زاویه‌های 3[ون). ثلث‌ساز ۸ زاوبة ۵ کدبه‌ضلع ۸ 
نزدیکتر استء ثلث‌سازی از زاویه 8 راکه به‌همین ضلع نز دیکتر است» 
درنقَطةُ[ قطع می‌کند» به همین ترتیب» نقطه‌های ۳و) را با توجه به 
ضلعهای )ون 9[معین کنید. ثابت کنید که مثلث ۳0([3 متساوی‌الاضلاع 
است . 
به کمك‌یکی از گروه‌رابطه‌های‌فصل ۶می‌تو ان‌این نتیجه‌رابدست آورد. 
روش مثلثانی‌تر اینست که از زاویه‌ها استفاده کنيم یعنی‌رابطةٌ سینوسبها 
را به کار ببریم. کوشش‌می کنیم یکی ازضلعبای مثلث ۳001 رامحاسبه 
کنیم ونشان دهیم که جواب به‌ضلع انتخاب شده بستگی ندارد و تابعی 


جر ی یسم 


مثلثاث 
متقارن‌نسبت به زاویه‌های ۸۸ و 3][ون)می‌باشد. مثلاج[۳ را محاسبه‌می کنیم . 
در مشلشهای 13۳0و 113۸ به کمك رابطه‌های‌گروه ] داریم: 


0 ۳1 2 ب 1 
)۱( ۳ بصع حم 


۱۶ ۵ ان ۸ ۸ ۸ ۸ 
اگر درمثلث 13۴15 فرض کنمم: ط و و جوز » داريم: 


1 طظ 4 
)۲( 


5 ۱7۱ 
َ 


شکل ۲۷ 


که با توجه به‌رابطهُ(۱) نتیجه می‌شود: 


2 مب ۱ 
۳( ِ مس وی نت وی ۳ 
۱ 0 نم او ۳5 وت 0 17۳و 


ظ . 
8170 
۳ 


تساوی اخیر را می‌توان به‌صورت زیرنوشت 


هس سس ی یی ت3۱ 


۰۲ سب 
(۴) ۳ بر ۳ 7 کش هه 


این رابطه کاملا منطقی است و در حفیفت همان رابطه تقسیم زاوسه به ۳ 
می‌باشد که در فصل سوم شمارة ۵ (صفحة ۶۳) بیان کردیم: 


۳ ۳ ۳7 )( 


-81 ء 817026 
۳ 


رعلاو ه روشن است که که سک وگ مس 
از رابطذ(ه۵) نتیجه می‌شود: گل سط وتاب 5 , از رابطة (۳۲) 
داریم: 
۱ 9 
ست 8111 84 
ی 
۳ ۳ 


واگر به‌جای 2 مقدار :۲18 را قرار دهیم باتوجه به‌رابطهُ(۵)خواهیم 


داشت؛ 


۳] ۹ 
۳ ۳ ۳ 


که در آن 1 شعاع دایره محیطی مثلث است‌وهمانطور که می‌بینیم اندازة 

نسبت به‌زاویه‌های ۸ ولآون) متقارن است وبنابراین داریم: 
4 اص ۱ 

می‌توان بعدازاثبات رابِظفُ(۳). از رابطةٌ 


مفلاث 


۳۲-۳137 ۱۳۳.32 


استفاده کرد» ولی روشی راکه به کاربرديم. بیشتر شامل زاویه‌های؟[و) 
می‌باشد و بنابراین» ساده‌تر است فصا می‌تواند راهتمائی برای اثبات 


هندسی مساله هم باشد. 


۲ کاربرد مثلثات در نقشه‌برداری 

روش‌مثلماتی اندازه گیری ومحاسبهة زاویه‌های يك‌شکل وازآنجا 
تعیین طول حقیقی به‌وسیلهٌ اندازة يك‌فاصاه. درست همان چیزی‌است که 
در مساحی برای تنظیم نقشه‌ها به کار می‌رود. مسالهة نقشه درواقع‌خیلی 
پیچیده است: باید روی صفحه قسمتی ازسطح زمین را نشان داد؛ ولی 
سطح زمین مسطح نیست و بنابراین» نمی‌توان شکلمهای متشابه به‌وجود 
آورد. به‌اين مناسبت» قطعه‌هایی باسطح کوچك رادرنظر می‌گیرند» ولی 
درچنین وضعی هم‌سطح مورد بررسی باسطح مستوی فرق دارد و آنچه‌را 
که رسم می‌ کنند» درحقیقت تصویر زمین روی صفحه افق‌است. 

برای تنیم يك‌نقشه» ابتدا به‌دقت‌جای نقطه‌های مشخصی ازسطح 
زمین را معین می‌کنند رمثل قله‌ها» مناره‌ها وغیره) و به‌این ترتیب 
مجموعة نقظه‌هایی به‌وجود می‌آورند» سپس نقظه‌های درجه دوم را هم 
به آنبا اضافه می‌کنند. 

برای مشخص کر دن این نقطه‌ها» آنها را چنان به‌هم وصل‌می کنند 
که يك شبکه مثلث به وجود آید» چیزی که آنرا مثلث‌بندی گویند. بعد 
زاویه‌ها وقاعدهٌ یکی از این مثلثبا را که قاعده دستگاه نامیده می‌شود» 


کار بردهای‌مثلثات ۱ 


تعیین می کنند. رو شن‌است که طول قاعده به‌صورت افقی اندازه گرفته 
می‌شود وبنابراین برای‌دقت کار» کوشش‌می‌شود که قاعده را روی‌زمینی 
که تا حدممکن افقی است انتخاب کنند. 

زاویه‌ها به‌صورت افقی در می‌آیند واندازه آنها به كمك زاویه. 
یاب (تثودولیت) بدست می‌آید. زاویه‌ای که باید اندازه گرفته شود 
زاویه مسطحه فرجه‌ای است که از صفحه‌های قائم ماربر دوخطمتوالی‌به 
وجود آمده است. 

فرض ‌می کنیم ۸13 قاعده‌ون) تصویر نقطه‌ای‌باشد» که‌باید مشخص 
شود. باشد. ۸و8 را اندازه می‌گيريم وداریم (شکل ۳۸): 


هم _ ۸6 _ 26 
0 ۸ «: 
و از آنجا : 
۰ 0۸ 
۸ )۵ گ ۸ ۸6 


از اینجا؛ ارتفا ع را هم می‌توان بدست آورد: 


ئ 


۱۶۲ 7 ۱ سس مثلثاتث 
مامح ۳۲ و ۸۵ و:ممءطا > ]۸۳۲ 
و از آنجا باتوجه به‌اینکه و ۸۲۲41-۳8۲ می‌باشد؛ خواهیم داشت : 


7۵۲ 


تسس سس 


هه مره 
برای تعیین ساير نقطه‌ها» یکی از ضلعهای مثلث )۸۳ رامورد 
استفاده قرار می‌دهیم. اين روش به‌حصوص برای اندازه گیری کمانبای 
نصف‌النهاری به کارمی‌رود. نخستین کسی که در فرانسه خط نصف‌النپار 
را اندازه گرفت» شین (طتعطه۷]6() بود (۱۷۹۸-۱۷۹۲). 
وقت ی که شبکه به‌پایان رسیدء باید نقطه‌های درجهٌ دوم را روی 
آن جای داد ولی اگر روی زمین انداژه گیری زاویه‌ها ساده‌تر ازاندازه- 
"گیری طولهاست» در روی نقشه برعکس آنست. 
روی زمین» درنقطةه ]1۷ می‌ایستیم و زاویه‌هایی را که تحت آنها 
8و۸ دیده می‌شوند» اندازه می‌گیریم. این اندازه گیری به‌ما امکان 
خواهذ دادکه نفطة ]۷ را روی نقشه منتقل کنیم. ولی ترجیح می‌دهند که 
قطعه‌های ۷۲۸ و([]۷[ و۱ را محاسبه کنند. به‌این ترتیب؛ انتقال‌روی 


۵ 
[ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
1 
۱ 


"کااز پو قها یه .سس ۶۳ 
نقشه به وسیله سه دایره به‌مرکز ۸ و9[و) انجام می‌گیرد که باید دارای 
يك‌نقطة مشتر باشند. 

اگر فرض کنیم ۷۲0/۸۵[ -- با و ۷11۸[ ۷باشد روا و و ۸ معلوماند) 
داریم رشکل ۳۹): 


۸۵41۲۵4۰ 2۲۲۲ ۱۷ 
1۷۲۸ ظ۵ ۷۲۸ 


وج 
۷ 817111 0 


۷ 


از انتجا ۱ ۸ او 


ازاین دستگاه می‌توآن ۱و۷ را محاسبه کرد. اگر 9ا-(۸ و۸6 
فرض شود می‌توان نوشت: 


811711 - ۷ 


9110 9۷ 9012 1-۷ 

تا موه ۵ موه مين یه 
۳ 9 سا لا 54۷ - له 
ی و ۱ 0 ی 
و٩‏ ۲ ۲ 1-۷ 50011 


وجون داریم : 1 روط 


<<277 


"1 0 1 ۸ تسه 
(7-< 4-6-1 4 ۳ ساوسو 
کم 2 فرضکنیم» خواهیم داشت 


1 0 - ۵و6 
(9- )9 کر 


نت 
سس مثلنات 


ره 


و بثابراین 


ی دح سوه 


۸( - )وا 
۳۴ 
و اگر بل زاویه‌ای به‌تانژانت ۸ باشدء نتیجه می‌شود: 
7 -1- ۲۷۱ -< ۷ - [1 

تبصره - حالت 7-ه-4 ٩+۵‏ را می‌توان به کلی کنار گذاشت 
(حالتی که چپارضلعی محاطی است). این حالت درعمل مورد استعمال 
ندارد» زیرا نقَطه ]۷[ همیشه‌درداخل مثلث واقع است. در غیراینتصورت 
جواب‌قابل قبول نخواهد بود» ولی می‌توان به کمك قطعه خطبهای‌اصلی 


ویا ترسیم هندسی معمولی آنر | بدست آورد. 


۳ اندازه گیری فاصلة بین د9 نقطه‌ا ی که در دسترس نیستند 


0و([ را دونقّطهٌ غیر قابل دسترس فرض کنید. برای اندازه گرفتن فاصلهٌ 


این دو نقطه پشت سرهم» در نقظه‌های ۸۸و19 می‌ایستیم و این زاویه‌ها 


کار بردهای لفات :۶ 


را اندازه می‌گیریم : 
۸ ۸ 
۸0-۸ و 8۸۲-۸ 


۸ ۸ 
,081-8 و ۸80-8 
وبنابراین داریم رشکل ۴۰) 


رن 
(۸ ِِ ۳ ۸( ۵ )۸ 


۸ ۸ ۸ 12 
۱ 
و از آنجا: - ۸7(۲ +۸0۲ 01۲ 


۲ 9 ِ- 
۵ ۲۲-۸۶ 
بطشعمی ۳ 
1و( ۲ 


مساله حل‌شد» زیرا فاصلهة ۸ را می‌توان اندازه فرفت. حالا بایدرابطة 
دلست آمده را قابل محاسبه لگاریتمی کرد؛ برای این منظور فرض 
می کنیم : 


ی ۳ ۳۳ 
(ظ سب )۳ ٩1-۳,(‏ )و 


9۱7 ۲۵09, << ۰۷0 


دراینصورت» خواهیم داشت: 


8 سس سس سس ثلثات 


)1( -< ۸۳ <*۶ ۷۵ 


اندازه گیری بلندی 
چ) قله يك کوه . - مطابق شکل ۰۴۱ در نقطه‌های ۸و9 جا گرفته 


0 زاویة د۸ با صفحه افق ر اندازه می‌گیریم وسیس زاویه‌های 


۸۱ ۸۱ 
۸ب و 8-5۸8 


اگر فاصل ۸-2 باشدء خواهیم داشت: 
دا 
(د+9)۵4 ...۶9۲ 
که ازآنجا ارتفاع ]8 بدست می‌آید. 
) علامتگذاری هواپیما ۰ - بهکمك دوربینهایی که در ]و "12 


0 9۸۵ - ]5 و 


قرارداده‌شده‌است‌ومی‌تواننددورمحورهای‌موازی‌دوران کنند» زاو یه‌های‌دو 
سطحی 8و[ را اندازه می گیرند (شکلی ۲ بلافاصله بدست می آید: 


[01-1 


1 ۸11 (1( 7-07 


کار برد‌های مها ۱۶ 


۵. کاربرد مثلثات در نجوم 

دراینجا مساله اساسی‌عبارتست ازمحاسبهة مقادیر مطلق‌فاصله‌های 
سیاره‌ها . 

) فاصلهٌ زمین تا ماه .- از آنجاکه ماه در زندگی روزانة ما 
نقش اساسی دارد» شناسایی ماه واز آن جمله. محاسبهٌ فاصله آن تازمین 
اهمیت جدی کسب می کند. 

روشی که دراین مورد به کار می‌رود عبارتست ازمحاسبة اختلاف 
منظرماه» یعنی زاویة ۱ که تحت آن ازيك نقطه ماه می‌توان شعاع‌زمین 
را دید. 

برای این منظور» دو رصد کننده. در دونقطةٌ 9و۸ که روی‌يك 
نصف‌النهار واقع وارتفاعهای آنما نیزمعلوم باشد» قرار سی‌گيرند. 
وقتی که ماه ر] ازصفحة نصف‌النهار این دونقطه عبور می‌کند؛ در نمّطهٌ 
۸ زاویةُ » را اندازه می‌گیرند» این‌زاویه‌بین‌شعا ع دیدنوری که ازم رکز 
ماه گذشته.وقائم محل است (اين زاویٌ ه را فاصلهٌ سمت‌الرآسی ماه در 
نقطةٌ ۸۵ گویند). به‌همین ترتیب» زاویة ۵ را در 3 اندازه می‌گيرند. اگر 


۸ ۸ 
0 مر کز زمین باشد؛ و - 0,] ۸ و-- 31,0 فرض‌می کنیم» ۸ اختلاف 


۱۶۸ 
ارتفاع دونقطة ۸و9 است: 1-۸-0410 1-0 در نتیجه داریم : 
4 ش ر[]6۵ 4 0۸ ر1ر 


ی 
مه ۵اه او . 8۳0 9100 


شکل ۴۳ 


که در آن 13 شعاع زمین» وهمینطور وو "و مقادیر معلومی هستند. 


۱ 60۸ ۰ ۰ ۵ 0 
8۳۲ 0] «0 


که درآن وز همان اختلاف منظر است. 

این زاویه. بین ۵۴ دقیقه و ۶۱ دقیقه بدست می‌آید و در نتیجه 
فاصلة زمین ازماه بین ۵۵/۵ تا ۶۶/۱ شعاع کر زمین خواهد بود. 

0 ) فاصلهٌ زمین تا خورشید - درمورد خورشید نمی‌توان مثل‌ماه 
عمل کرد؛ زیرا زاویة اختلاف منظر خورشید بسیا رکوچك است» ازطرف 
دیگر رصد کردن خورشید کار مشکلی است. 

به این مناسبت این اندازه‌گیری‌را به كمك سیاره‌ای که آزبین زمین 
وخورشید عبور می‌کند انجام‌می‌دهند. هالی (1121[6) از زهره استفاده 


کرد زیرا این سیاره خیلی به‌زمین نزديك می‌شود. 


کار بر دهای‌مثلثات 
اساس روشی که هالی به کمك 
زهره به کاربرد» چنین است: 
فاصله‌های 1 -< ۷[ و1 -- ]۸۵ 
را سی‌شناسیم» از آنجا ۸۷ را به 
دست می آوریم : 


۷۳ 70 ۵ 
۷۸" 88706 ۰ 6 


(۵ وع زاویه‌هایی کوچك هستند). 
اندازه‌گیری دیگری هم در نقطهٌ 
دیگری‌مانند "۸ اززمین انجام‌می‌دهیم 
(زاویه‌های ۵و "8 خیلی کوچکند و 
بنابراین» دقت تجربی فوق‌العاده‌ای 
را لازم دارد). از آنجاع, یعنی 
اختلاف منظر خورشید» بدست‌می آید. 
6) فاصله زمین ازيك ستاره .- 
دراین مورد هم اختلاف منظر را به 
کار می‌برند» منتبی باید قاعده را 
بزرگ انتخاب کرد وبرای این‌منظور 


۱5۹ 


میم 


4 


۱ 


۴۴ 


قطر مدار زمین را درنظر می گیرند وستاره را درفاصله زمانی ۶ ماه‌رصد 
می کنند» روش محاسبه شبیه حالتهای قبلی است. 


کتابهائی از مترحم اب نکتاب 


1[ تاریخ ریاضیات ۲ اشتباه استدلالمای هندسی 
۱ ریاضیات در شرق ۲ نظربه مجم ومد 
۲ سرگذشت آنالیز ریاضی ۴ تقارن در هندسه و جپر 
۳ تاریخ حساب ۷ کمك بر باضیات دبیرستانی 
۴ لگاریتم (تاریخ استدلالی‌لگاریتم) ی 
۵ . هندسه در گذشته وحال 1 

[]. نظریه بازیها در ریاضیات ۷ تقارن در جبر 
۶ سر گرمیبای ریاضی ۸ ۲۵۰ مسالهٌ حساب 
۷ سر گرمیهای جبر ۹ استقراء ریاضی 
۸ سر گرمیبای هندسه ۰ دور؛ اختصاصی جبر مقدماتی 
٩‏ درپی فیثاغورث ۰۱ مثلثات (مستقیم‌الخط و کروی) 
۰ اندیمة ریاضی ۲ سائل مسابقئات ریاضی (از 
۱ در قلمرو ریاضیات کنکورهای شوروی) 

[[1. دباضیات به زبان ساده ۳ روشبای جبر - دوجلد 


۴ روشپای مثلات 
۲ دستگاهبای محدود درریاضیات ان 
۳ روش‌مختصاتی‌وهندسچباربمدی ]۰۷ ریاضیات بالاتر 


۴ بازی با بینبایت ۵ هندسه غیر اقلیدسی 
۵ داستانبای ریاضی ۶. نظربه اعداد 
۶ داستان مجموعهها ۷ مسائلوتمرینهای آنالیزریاضی 


۷ محنیبا در فضا 


۷ ریاضیات را بهتر یاد بگیریم 
۸ مسساله‌های ریاضی» آسان‌ولی... 
دامساود ۱ 
1 مین [[] ۰۷ علم واحتماع دردنیای قدیم 
0 ۲ ۱ ص‌‌ 


۱ ورودی به‌منطق ریاضی ۶۸ يك روز زندگی پسر قبعی 


[[۷. فلسفة ریاضیات 


۸ ریاضیات (محتری» روش و 


اهمیت آن) 


منتشر شد است: 


ریاضیات 

استقر اء ریاضی 

سومینسکی گولوینا یا گلوم - ترجمه پرویز شهریاری 
اشتباه استدلالهای هندسه 

یا کوف اسمنویچ دوبنوف- ترجمه پرویز شهریاری 
اصول خط کش محاسبه 

م۰ ه, شفیعیها 

انعکاس 

ایلیا یا کولویچ با کلمان - ترجمه پرویز شهریاری 
جبر و مقابله خوارزمی 

محمدبن‌موسی خوارزمی - ترجمه حسین خدیوجم 
حساب استدلالی 

محمود مهدی‌زاده» مصطنی رنگچی 

۰ مسالة ساب 

واتسلاو سرپینسکی - ترجمه پرویز شهریاری 

رسم فنی دبیرستانی 

امیر منصور صدری» حواد افتخاری 

رسم فنی دانشگاهی 

س, بو گولیوبف» ا. ونیف - ترجمه باقر رجالی‌زاده 


روشهای مثلثات 

پرویز شهریاری» احمد فیروزنیا 

ریاضیات چیست؟ 

ریچارد کورانت» هر برت رابینژ - ترحمه حسن صفاری 
ریاضیات نوین 

سرژ برمان» رنه‌بزار - ترحمه احمد بيرشك 


سر گرمیهای هندسه 

یا, ای. پرلمان - ترجمه پرویز شهریاری 
فلسفة ریاضی 

استیفن س, بار کر - ترجمه احمد بیرشك 
لگاریتم 

کث. ک. استاپو - ترجمه پرویز شهریاری 
مسائل عمومی ریاضیات 

باقرامامی 


معادلات دیفر انسیل 
محمل جو اد انتخاری 


نامسا ویها 
پاول پترویچ کارو کین ترجمه پرویز شهریاری 
نظریة مجموعه‌ها 


واتسلاو سرپینسکی - ترجمه پرویز شهریاری 
ریاضیات در شرق 

پرویز شهریاری 

آنالیز رباضی 

پایه‌های آنالیز ریاضی جدید 

آ, دوندو - ترجمه باقرامامی 

تمرینها و مسائل آنالیز دیاضی 

ب. ب. دمیدوویچ - ترجمه پرویز شهریاری 


ریاضیات عالی برای مهندسان و فیزیکدانان 
ایوان والیزابت سو کولینکاف - ترجمه سیروس فرمانفرمائیان 
عدد زبان علم 

توبیاس دانتزیگ - ترجمه عباس گرمان 

س رگذشت علم 

جورج سارتون - ترجمه احمد بیرشك 

علم 

دکتر محمود بهزاد 

خوا بگر دها 

آرتور کوستلر - ترجمه منوچهر روحانی 

علم در تاریخ 

جان دزموندبر نال کامران‌فانی» بهاءالدین خرمشاهی ودیگر ان 
تار يخ حساب 

رنه‌تاتون - ترجمه پرویز شهریاری 
ریاضیدانان نامی 

اريك تمپل‌بل - ترجمه حسن صنازی 

سر گذشت آنالیز دیاضی 

آندره دول‌شه - ترجمه پرویز شهریاری 

تاریخ صنایع و اختراعات 

پی‌برروسو - ترجمه حسن‌صفاری 

تاریخ علوم 

ای پرروسو - ترجمه حسن صفاری 

تاریخ علم 

جورج سارتون - ترجمه احمد آرام 

چند مسالة مشهور هندسه 

علی شرف‌الدین 

هندسه در گذشته و حال 

پرویز شهریاری 


بحثی در قضی فیثاغورت 

ترجمه احمد آزام 

عددهای اوال 

امیل‌بورل - ترجمه پرویز شهریاری 

تقارن در هندسه 9 حبر 

پرویز شهریاری 

روشهای جبر 

پرویز شهریاری 

نظر یه اعداد 

پرویز شهریاری» احسان‌انته توام‌زاده 

مثلثات 

ربرت‌کامیل - ترجمه پرویز شهریاری 

دور اختصاصی حبر مقدماتی 

سر گی ایوسیفوویچ نووسلو - ترجمه پرویز شهریاری 
جدولهای لگاریتم 

پرویز شهریاری - باقرامامی 

تقارن در حبر 

ترجمه پرویزشهریاری 

در قلمرو ریاضیات 

ترجمه‌پرویز شهریاری 

مسائل مسابقات ریاضی شوروی 

واسیلی سیمینوویج کوشچنکو - ترجمه پرویز شهریاری 
مثلثات 

مستقیم الخط و کروی 

اس.ای. نووسلو - ترجمه پرویز شهریاری 
هفتصد مسالهٌ حبر و مثلثات وحساب 

پرویز شهریاری» باقرامامی» محمد جواد حریرچی 
سرگرمیهای حبر 

یا, ای. پرلمان- ترحمه پرویز شهریاری 


س رگرمیهای ریاضی 

یا. ای. پرلمان - ترجمه پرویز شهریاری 
دربی فیثاغورت 

شه‌پان» النسکی- ترجمه پرویزشهریاری 
اندیشة ریاضی 

ترجمه پرویز شهریاری 

تفر یحات ریاضی 

مارتین گاردنر - ترجمه هرمز شهریاری 
حادوی اعداد 

سیدنی لمب - ترجمه هوشنک‌جوزوی 


